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МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия 
 
Рассмотрены способы восстановления параметров движения летательного аппа-
рата в контейнере по данным их регистрации с большой дискретностью в процес-
се экспериментальной отработки газодинамического выброса. 
 
Ключевые слова: газодинамический выброс, летательный аппарат, восстановле-
ние параметров движения, кусочно-полиномиальная интерполяция. 

 
Довольно сложная задача — моделирование движения летательно-

го аппарата (ЛА) в контейнере. При ее решении необходимо учиты-
вать сопряженные процессы движения газовой среды, обтекающей 
ЛА, движения самого ЛА, теплообмена в контейнере и термомехани-
ческие процессы деформирования корпуса контейнера и ЛА. Сопря-
женные задачи взаимодействия корпуса летательного аппарата с 
окружающей газовой и жидкой средой рассмотрены в работах [1–5].  
Опираясь на экспериментальные данные работ [6, 7], в работе [8] была 
сформулирована задача об определении параметров газодинамического 
выброса летательного аппарата из контейнера по значениям 

     , ,L L
j j jt L L t       , ,V V

j j jt V V t       , A A
j j jt A A t  пути L , ско-

рости ,V  ускорения A  ЛА в контейнере, зарегистрированным с шагом 
по времени t  (слишком большим для применения обычной интерпо-
ляции). Учитывая, что зарегистрированные параметры дополняют друг 
друга, в работах [8, 9] эта задача решена для случая совпадающих 

(кратных) узлов регистрации      .  L V A
j j j jt t t t  Вычисления в этом 

случае локализованы на отдельных промежутках между точками реги-
страции и позволяют получить удовлетворительные для практики ре-
зультаты. 

В этой работе рассмотрен случай общего расположения узлов реги-

страции      
1 ,  A L A

j jjt t t       
1  A V A

j jjt t t  на полном отрезке    
0 ; 

  
A A

Nt t  

на основе дискретных выборок из тех же исходных кинематических 
данных, что и в работе [9]. Ниже на рисунках соответствующие кривые 
обозначены как полные данные. 

В работе [9] выполнено формальное обобщение подхода [8], сво-
дящееся к последовательной процедуре вычислений (от промежутка 



А.В. Плюснин 

40 

к промежутку), что названо маршевым (пошаговым) методом. Утрата 
локальности вычислений, однако, делает этот метод совершенно не-
пригодным из-за чрезвычайно быстрого накопления ошибок аппрок-
симации. В целях большего контроля над выполнением условий  
в точках регистрации параметров на промежутках кусочно-поли-
номиальной аппроксимации графика пути 

       
1

5

; 0


 
   

 A A
j j

k
j k

t t k

L t a t                                        (1) 

коэффициенты полинома (1) удобно выразить через значения зареги-
стрированных параметров 1,jL  1,jV  ,jA  1jA  и через неизвестные 

значения параметров в узлах регистрации   ,A
jL    ,A

jV   
1,

A
jL   

1 ,
A

jV   
1.

V
jL  

В зависимости от включения в рассмотрение внутренних узлов реги-

страции   ,L
jt   V

jt  промежутка    
1; 

 
  

AA
j jt t  получаем полином полной 

порядка 2 ( 5),n  полной разнопорядковой ( 8)n  или неполной раз-
нопорядковой ( 7)n  эрмитовой интерполяции [9]. При использова-

нии локальной координаты    1   A
jt t t  имеем следующие выра-

жения для полинома (1) и его производных: 

           

 
   
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  

 

 

 

   
 
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j j

j

t t

nn
j jk k

k k
k k

d
f t L t

dt

k
t a f

k

                          (2) 

где      ; !
,

!
 




j j
k k

k
f t a

k
 0, 1,.. ,k n  .  n n  Кроме того, 

имеем 

     1
0 1 0 ,    L A

L t t t         1
1 1 0 ,    V A

V t t t  2 1,  A  

при этом 0 1, L  0 1. V  

Таким образом, в зависимости от рассмотрения  5,7,8n  могут 

быть выполнены либо условия регистрации во всех точках  7,8 ,n  

либо только в точках   ,A
jt   

1.
A

jt  Формальную запись всех соотноше-

ний (тождеств и нетривиальных условий) представим в виде системы 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
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,Mx b                                                  (3) 

составленной из 3N  уравнений относительно 9N  узловых значений: 

 
3

0

, 



n

l
l j j

l

H q b     0 1; 0,1, 2 ,   j N  

где 
 

,
0

!
,

!




  



 


n

l lH B  

1

3 1

2
1

, 0,

, 1,

, 2,



 



 
  


 

j

j j

j

L

b V t

A t

    

0

.


 
n

j l
k l jk

l

a B q  

Величины  l
jq  являются узловыми значениями эрмитовой интерпо-

ляции в точках регистрации отрезка    
1; ,

 
  

AA
j jt t  занумерованными 

согласно таблице из работы [9]. 
При непосредственном решении СЛАУ (3) случаи 7, 8n  содер-

жат 2N  и 3N  искомых величин, соответственно, и ни одного усло-
вия для их определения, случай 5n  сводится к невырожденной 
СЛАУ, но ее решение совпадает с результатом применения маршево-
го метода. В этой части работы вместо методов непосредственного 
решения СЛАУ (3) рассмотрены подходы, основанные на вариаци-
онной постановке задачи и методах регуляризации. 

Дискретная реконструкция на основе вариационных подхо-
дов. Применим вариационный метод наименьших квадратов [10–11] 
и заменим решение СЛАУ (3) задачей минимизации функционала 

  2  x Mx b . 

Решения этой последней задачи существуют всегда, их называют 
псевдорешениями исходной СЛАУ [12]. Среди псевдорешений 
обычно выделяют те, которые имеют минимальную норму (их назы-
вают нормальными псевдорешениями [12]). 

Несмотря на эквивалентность норм в конечномерных простран-
ствах [8], выбор нормы (по большому счету, произвольный) может 
влиять на получаемые результаты, поскольку в практических задачах 
погрешность не может быть бесконечно малой. В этой связи есть 
смысл отдать предпочтение норме, удобной в работе и достаточно 
тесно связанной с задачей. Будем использовать варианты евклидовой 
нормы (2-норму для конечномерных векторов [11] и 2L -норму в ко-

нечномерных пространствах [13]). Такой выбор нормы обеспечивает 
связь со скалярным произведением, возможность дифференцирова-
ния   x  гарантирует единственность нормального псевдорешения 

уравнения (3) [12]. 
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В случае 5n  СЛАУ (3) имеет невырожденную матрицу порядка 
2 .N  Но тогда ее нормальное псевдорешение и единственное истинное 
решение совпадают при любом выборе нормы, и в итоге имеем все тот 
же неудовлетворительный результат, полученный пошаговым методом. 

В случае 7n   8n  решением СЛАУ (3) является любой эле-

мент арифметического пространства  2 3 , N N  и здесь можно ставить 
вопрос о выборе решения с минимальной нормой. Лавинообразное 
накопление погрешностей аппроксимации искомых кинематических 
параметров в пошаговом методе можно считать результатом некон-

тролируемого поведения производной ускорения     ,A t  разрывной 

в граничных узлах  .A
jt  С учетом этого за условие отбора решения 

примем условие минимума 2L -нормы функции    A t  на    
0 ; . 

  
A A

Nt t  

Вычислим квадрат 2L -нормы функций    ; , f t  

где 

       
   

1

; ; ;

;
,



   
 
  

A A
j j

j

t t
f t f t     0, .. 1 . j N  

Согласно формулам (2), имеем 

 
   

   
 

 
 

   
2 20 1

0

12 2 2
; ; ; ;

; ;0

,



     

      
            

  
  

A
N

A A A A
jN jA

t N
j

L t t L t tj
t

f f t dt f   (4) 

 
   

   
 

 
1

2 1

2 2
; ; ; ;

;





   
  
    

  
 

A
j

A A
j j A

j

t

j j

L t t
t

f f t dt  

   
   ; ;1

; ;

, 0 , 00

.
1

   
  

 
  

  
n n j j

j j k l k l
k l

k l k l

f f
t f f d t

k l
                (5) 

Как видно из формул (2), (4)–(5), величина  
   

2 0

2
;

;

 
  
    

A A
NL t t

f  есть 

неотрицательная однородная квадратичная форма относительно зна-

чений  .l
jq  Тогда необходимым и достаточным условием ее миниму-

ма являются соотношения 
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 
 

     
 

   
2 20 1

12 2
; ; ;

; ;0

0.



   

      
            

 
 

 
A A A A

mN m

N
m

l lL t t L t tmj j

f f
q q

 

Здесь 0,.. 1, j N  0,.. ,l n  но если индекс l  соответствует парамет-
ру, который считается заданным, соответствующие условия исклю-
чаются. 

Легко видеть из (2), что 

 
     ;

,

!
,

!
 







j l
k l jkl

j

k
f t B q

kq
  0, .. 1; 0, .. ; 0,.. ,   j N l n k n  

а из (5) после несложных выкладок находим 

 
 

   
   

2 1

2
; ;

; 0

,

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

 
 
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n
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k l
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G t B B

k l k l
 

где , 0,.. .  n  

Чтобы составить СЛАУ относительно параметров   ,l
jq  обеспечи-

вающих минимум величине  
   

2 0

2
;

;
, 

  
    

A A
NL t t

f  учтем, что   A
jL  

   30
1, j jq q       41

1, A
j j jV q q       52

1, A
j j jA q q     6

1,L
j jL q     7

1,V
j jV q  

   8
1V

j jL q  [9]. Полагая для сокращения записи, что    0 , A
j jy L   1 jy  

  , A
jV     2 , A

j jy A     3 , L
j jy L     4 , V

j jy V     5 , V
j jy L   jN

    1 1 3 ,   jN Entier  получим (параметры в узле  A
jt  входят 

в выражения, соответствующие двум соседним отрезкам) 
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Искомая СЛАУ выглядит как совокупность уравнений 

       
3 , 1

0

0,   
   



    
n

jN jjG q G q     1,.. ; 0, 1,..5 , j N        (6) 

где коэффициенты при искомых величинах образуют матрицу систе-
мы, а известные величины — вектор правых частей. 

Вернемся к задаче минимизации нормы    .A t  Положим 3,  

  ,L
j jL L    ,V

j jV V    A
j jA A  и исключим в (6) лишние уравнения, 

соответствующие значениям 2, 3, 4  (при 7n  исключают также 
уравнения для 5).  Необходимо решить полученную СЛАУ, затем 
по формуле (2) вычислить реконструированные зависимости кинема-
тических параметров. Результаты расчетов представлены на рис. 1.  

 

Рис. 1. Реконструкция данных поиском нормального псевдорешения (выборка 

0,125, t    
1 0, 06875,At    0, 65, L    0, 65; V    минимизация:      

7
1 ,




n
A  

       
7 7

2 , 3 : 

 


n n
A A  

1, 6, 9 — полные данные для A/10, L и V; 2, 7, 10 — дискретные данные для A/10, L и V;  
3–5 — реконструкции для A/10; 8, 11 — реконструкции для L и V, соответственно 
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В данном примере полная и неполная эрмитовы интерполяции при-
водят к близким, но не вполне удовлетворительным результатам. Заме-
тим, что хорошей интерполяции по заданным значениям  7n  соот-

ветствует величина  

2

49, 
L

A  а реконструированному решению, 

полученному в результате минимизации  

2

,
L

A  — значение 

 

2

43. 
L

A  На рис. 1 приведены также результаты расчетов, относя-

щиеся к случаю 7,n  в которых минимизировалась 2L -норма ускоре-

ния    A t   2 ,  что дает плохой результат. Таким образом, рекон-

струкция графика ускорения методом поиска нормального 
псевдорешения оказывается не вполне удовлетворительной (в наиболее 
трудной для восстановления начальной части графика). Однако у дан-
ного подхода нет свободных параметров для улучшения результатов. 

Дискретная реконструкция с использованием элементов ре-
гуляризации. В работе [12] отмечено, что задача поиска нормально-
го псевдорешения СЛАУ в общем случае некорректно поставлена, 
поэтому предложен регуляризирующий алгоритм поиска прибли-
женного решения, удовлетворяющий условиям корректности. При-
меним соображения, основанные на идеях регуляризации [12, 14, 15], 
в рассматриваемой задаче. При этом уделим внимание только интер-
поляциям 5-й степени, для которых предыдущие подходы оказались 
неудачными. 

Для определения неизвестных узловых значений   ,A
jL    ,A

jV   A
jA  

имеем СЛАУ (3). Согласно методу регуляризации, если эта задача 
плохо обусловлена, мы должны заменить ее задачей минимизации 
регуляризирующего функционала. Ранее, однако, было выяснено, что 
СЛАУ (3) имеет достаточную обусловленность для устойчивых вычис-
лений решения. Более того, в примере [9] применения пошагового ме-
тода к аналитическим зависимостям матрица и правая часть СЛАУ (3) 
точно заданы. Тем не менее, единственное точное решение этой систе-
мы оказалось совершенно непригодным. Следовательно, чтобы подве-
сти нашу задачу под условия применения методов регуляризации, тре-
буются определенные соображения. 

Как видим, функция     ,L t  построенная по известным узловым 

значениям в кратных узлах       , L V A
j j jt t t  обеспечивает приемлемую 

аппроксимацию точного решения. Это позволяет в общем случае не-
совпадающих или частично совпадающих узлов регистрации «под-
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менить» поиск точного решения поиском кусочного полинома 
    ,L t  аппроксимирующего это точное решение. Поскольку реше-

ние СЛАУ (3) дает плохую реконструкцию недостающих узловых 

значений   ,A
jL    ,A

jV  расхождения между точными значениями ,jL  

jV  и соответствующими значениями      L
jL t  и      V

jL t  искомого 

кусочного полинома выходят за границы обусловленности СЛАУ. 
Проведенное рассуждение обосновывает применение в нашей 

задаче методов регуляризации и позволяет ввести в рассмотрение 
ошибку правой части уравнения (3). Выполненные выше расчеты 
дискретной реконструкции по данным измерений с кратными узлами 
регистрации [9] предоставляют оценки погрешностей. В общем слу-
чае, имея данные полной регистрации кинематических параметров 
хотя бы в одном газодинамическом испытании, такого рода расчеты 
можно выполнить, и получить информацию для анализа в будущем 
испытании с неполным объемом измерений. 

Располагая оценкой для величины ошибки правой части уравне-
ния (3) («точной» правой части относительно приближенной правой 
части, дающей удовлетворительное решение), можем рассмотреть 
задачу минимизации регуляризирующего функционала 

     
   

2 0

3 22 ;
2 ;0

0,5 .  
   

     

     A A
NL t t

x Mx b f                 (7) 

Параметры регуляризации    должны быть выбраны достаточно 
малыми и из того расчета, чтобы 

2
, Mx b                                                (8) 

где   — оценка погрешности правой части. С учетом потребности 
в сглаживании производной ускорения в расчетах были приняты зна-

чения      0 1 2 0,     а оставшийся параметр  3  варьировался. 
Необходимое и достаточное условие минимума функционала (7) 

при фиксированных значениях    выглядит как ( 0,.. 1; j N
0,.. ),l n  

     

 
 

 
   

2 0

2

2

3 2
;

;0

0,5

0.



  
  
     

 
   

 


  


 A A

N

l l
j j

l L t t
j

x Mx b
q q

f
q

                            (9) 
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Возвращаясь к обозначениям  
jy  (теперь 0, 1, 2),  для величин 

 
 

   
2 0

2
;

;

 
  
    




A A

NL t t
j

f
y

 имеем выражения, стоящие в левой части 

уравнения (6). Далее, если учесть, что 

2
3 1 3 1

2

2
0 0

0,5 0,5
 

 

  
        

 
N N

ij j i
l l i j

Mx b M x b
x x

 

3 1 3 1 3 1 3 1

0 0 , 0 0

,
   

   

 
     

 
   
N N N N

i j j i i l i l i j j i l i
i j i j i

M x b M M M x M b  

можно легко получить явное выражение для первого слагаемого 
в уравнении (9). Матрицу M  (размером 3 3N N ) определим соот-

ношениями (3), а для компонент вектора x  имеем  
3 1


 j jx y  

 0,.. 1; 0, 1, 2 .  j N  

Результаты реконструкции кинематических параметров изложен-
ным способом для трех значений параметра регуляризации 

 3 7 6 510 , 10 , 10 ,     которым соответствуют значения невязок 
3 3 3

2
1,41 10 ; 1,86 10 ; 2,95 10 ,      Mx b  показаны на рис. 2. В дан-

ном случае имеем возможность определить погрешность   точно, 
используя формулу 

              2 2 2
2 4

0 0 0
1

,  



                         
  
N

L V A
j j j j j j

j

L t L L t V t L t A t

(10) 

где    0
L t  — кусочно-полиномиальная интерполяция с кратными 

узловыми значениями    ,A
jL t     ,A

jV t     ,A
jA t  вычисленными по 

полным данным. При этом получим величину 31,13 10 ,   которой 

соответствуют значение параметра регуляризации  3 143 10    и не-
приемлемый уровень осцилляций параметров. Среднее из приведен-

ных выше значений   3 610   дает наилучший результат, хотя и не 

вполне удовлетворительный. 
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Рис. 2. Результаты реконструкции данных с использованием регуляризации (вы-

борка   t 0,125,    
1 0, 06875,At   0, 65, L   0, 65; V   параметр:  3 710 (1),    

610 (2),  510 (3)):  
1, 6, 9 — полные данные для A/10, L и V; 2, 7, 10 — дискретные данные для A/10, L и V; 

3–5 — реконструкции для A/10; 8, 11 — реконструкции для L и V, соответственно 

 
Дискретная реконструкция в случаях, когда моменты реги-

страции параметров известны неточно. Подход с использованием 
регуляризации приобретает дополнительную ценность в том случае, 
когда моменты регистрации случайным образом отличаются от своих 
опорных значений. Для сохранения относительной простоты описа-
ния (линейная зависимость интерполяционных функций от парамет-
ров) будем считать, что моментами регистрации являются прежние 
опорные значения, а соответствующие им значения параметров за-
фиксированы с погрешностями. Выполнив предварительную рекон-
струкцию параметров и зная диапазон изменения моментов реги-
страции, можно оценить «ошибку» параметров, знать которую 
обязательно для методов регуляризации [12, 14, 15]. Оценив погреш-
ность ,  решаем далее задачу минимизации функционала (7), выби-
рая параметры регуляризации согласно условию (8). 
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Пусть опорные моменты регистрации параметров  , ,L V A
jt  соот-

ветствуют выборке 0,125, t   
1 0,06875,At  0,65, L  0,65, V  

а фактические моменты регистрации  , , L V A
jt  отличны от них случай-

ным образом в пределах разбросов 0,0125  (10 % от шага регистра-
ции )t  с равновероятным законом распределения. Вычислим по 

полным данным значения    ,  L
j jL L t     ,  V

j jV V t      A
j jA A t  и 

соотнесем их с опорными моментами регистрации. Тогда погреш-
ность правой части СЛАУ (3) вновь можно найти по формуле (10). 
Результаты реконструкции кинематических параметров, полученные 
для одной из случайных реализаций, показаны на рис. 3.  

 

Рис. 3. Реконструкция данных при неточно известных моментах регистрации: 
1, 4, 7 — полные данные для A/10, L и V; 2, 5, 8 — дискретные данные для A/10, L и V; 

3, 6 и 9 — реконструкция для A/10, L и V соответственно 

 

Приведенные зависимости соответствуют значениям    0 1    
 2 0,    3 55 10 ,    что дает невязку 2

2
2,86 10 .  Mx b  По-

грешность правой части СЛАУ (3) для этой случайной реализации 
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составляет 26,11 10 .   Качество восстановления ускорения сильно 
зависит от случайной выборки. В данном примере величина пика 
ускорения оказалась заниженной примерно на 22 %. С уменьшением 
шага регистрации параметров t  качество воспроизведения парамет-
ров, естественно, повышается. 

Заключение. Как видно из представленных результатов, рекон-
струкция параметров движения ЛА в контейнере при газодинамиче-
ском выбросе на основе данных дискретной регистрации вполне воз-
можна, если данных не слишком мало. Наиболее гибкий подход 
к восстановлению данных основан на приемах метода регуляризации 
[12]. С одной стороны, при отработке сложных технических систем 
осуществляют хотя бы единичные испытания с полным замером ос-
новных параметров. Это дает информацию о типичном поведении 
искомых зависимостей. (Распространить эту информацию буквально 
на все последующие испытания, вообще говоря, нельзя ввиду значи-
тельного разброса параметров движения ЛА в контейнере, обуслов-
ленного значительным разбросом массорасходных характеристик 
энергоустройств газодинамического выброса [6–8, 16].) Применяя 
свободные параметры метода и информацию о типичном поведении 
искомых зависимостей, нетрудно найти наиболее подходящий вари-
ант реконструированных зависимостей. По виду реконструированно-
го графика ускорения можно делать выводы о достоверности воспро-
изведения пика: «провалы», «завалы», осцилляции можно легко 
обнаружить на рис. 1–3 и порой их проще откорректировать вруч-
ную, чем дополнительно усложнять математическую обработку дан-
ных. С другой стороны, реконструкция кинематических параметров 
с регуляризацией имеет внутренние резервы совершенствования. 
Это, например, уточнение концепции применения аппарата регуляри-
зации, а также ослабление «притяжения» реконструированной зави-
симости ускорения к узлам интерполяции, что явно ухудшает каче-
ство реконструкции (см. рис. 1–3). 

Выше особое внимание было обращено на качество воспроизве-
дения графика ускорения. Проблемным местом стал начальный уча-
сток, включающий основной пик. Максимальное значение этого пи-
ка, безусловно, проектный параметр, но эту максимальную оценку 
трудно получить в экспериментах, поэтому обычно используют газо-
динамические расчеты [6–8]. В остальных аспектах для прочностных 
расчетов более важным может стать детальное знание графика ско-
рости ЛА в контейнере [16], а для анализа событий важно достовер-
ное знание графика пути [6–8]. Как видно из представленных на 
рис. 1–3 результатов, почти во всех случаях эти зависимости воспро-
изводят с помощью метода дискретной реконструкции с высокой 
точностью. 
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