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для прогнозирования динамики больших массивов 

индивидуальных данных 

© Ю.И. Димитриенко, О.Ю. Димитриенко 

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия 

На основе разработанной авторами ранее модели многомерных сплошных сред в 
пространствах высокой размерности (более трех) предложена концепция при-
менения этой модели для одной из главных задач, возникающих в теории обра-
ботки больших массивов данных — прогнозирования динамики изменения кла-
стеров данных. Модель многомерных сплошных сред в пространствах высокой 
размерности включает в себя интегральные законы сохранения, которые сфор-
мулированы для кластеров информационных данных, а также модель кинемати-
ки движения и деформации кластеров. Разработана модель деформируемого 
многомерного кластера, движение которого в многомерном пространстве дан-
ных включает в себя поступательное, вращательное движение и однородную 
деформацию растяжения-сжатия. Сформулирована система дифференциаль-
ных тензорных уравнений, описывающих движение деформируемого многомерно-
го кластера во времени. Разработан численный алгоритм решения этой систе-
мы дифференциальных уравнений для эллипсоидальной модели многомерного кла-
стера. Рассмотрен пример применения разработанной модели для прогнозирова-
ния динамики экономических данных — данных о покупках товаров в крупном 
супермаркете. Приведены результаты прогнозирования данных о покупках раз-
личных групп покупателей.  

Ключевые слова: многомерные сплошные среды, большие массивы данных, 
многомерное пространство признаков, лагранжевы координаты, деформируемый 
кластер, законы сохранения, кластер данных, прогнозирование, динамика 
изменения данных, тензор вращения кластера.  

Введение. Прогнозирование изменения больших массивов данных 
является актуальной задачей во многих областях, в которых исполь-
зуются большие объемы информации: микро- и макроэкономике, фи-
нансовой сфере, социологии, интернет-технологиях, образовании и др. 
Кроме статистических методов обработки данных [1], традиционно 
применяемых для анализа больших массивов данных, в последнее 
время особую актуальность приобретают методы интеллектуального 
анализа данных, основанные на различных моделях внутренних зако-
номерностей и моделях динамики их изменения [2–11]. В работах  
[12–17] предложен принципиально новый подход к построению таких 
моделей анализа динамически изменяющихся данных, основанный на 
кластеризации данных в специальном многомерном пространстве, пе-
реходе к их континуальному описанию и использовании законов со-
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хранения для многомерных континуумов — аналогов законов сохра-
нения массы, импульса и момента импульса в классической механике. 
Обобщение законов механики сплошных сред (МСС) на многомерный 
случай высоких размерностей (более трех) также предложено в работе 
[12]. В работах [13–15] приведена частная модель многомерной 
сплошной среды — модель жесткого кластера, основанная на гипотезе 
о многомерной сплошной среде (твердом теле), у которой расстояния 
между точками не изменяются в процессе движения. Результаты при-
менения этой модели для прогнозирования динамики движения кла-
стеров в многомерном пространстве экономических данных показали 
эффективность разработанного нового направления.  
В работе [16] предложена концепция дальнейшего развития теории по-
строения моделей многомерной МСС применительно к задачам моде-
лирования экономических процессов. Сформулированы основные гипо-
тезы модели деформируемых кластеров в многомерных пространствах.  

Целью настоящей работы является развитие теории многомерных 
сплошных сред применительно к задачам прогнозирования динамики 
больших массивов информационных данных, включая специальные 
типы динамически изменяющихся экономических данных.  

Многомерное пространство признаков и подвижный массив 
индивидуальных данных. Пусть имеется множество I индивидуу-
мов , 1, ..., ,ip i I  число I которых достаточно велико, например, I =  

= 106. Для каждого момента времени ,jt  где 0, 1, ..., ,jt j J   для 

каждого индивидуума ip  имеется строка однородных данных 
1
( ) ( ), ..., ,n
ij ijy y  где ( )

k
ijy  , 1, ..., ,i I  1, ..., ,j J  1, ..., ,k n  где n — 

число типов данных — признаков, характеризующих рассматривае-

мые данные. Введем массив накопительных данных '
( ) ( )

' 1

k
k

ij k ij
k

x y


   и 

образуем многомерное точечно-евклидово пространство признаков 

nE , элементами которого являются строки (векторы) накопительных 

данных 1, ..., .nx x  Тогда каждому индивидууму ip  в любой момент 

времени jt  в пространстве nE  соответствует точка данных 
1

( ) ( ) ( ){ ... }n
ij ij ijx xx . Набор точек данных ( )ijx , соответствующих одно-

му индивидууму ip , но для разных моментов времени ,jt  образует 

след траектории перемещения индивидуума ip  в пространстве при-

знаков nE . Множество точек ( )ijx , соответствующих всем индивиду-

умам ip  из I  для одного и того же фиксированного момента време-

ни ,jt  образует некоторый массив индивидуальных данных ( )jR t . 
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При изменении времени jt  массив индивидуальных данных ( )jR t

может перемещаться в пространстве nE .  

Поскольку массив индивидуальных данных ( )jR t содержит боль-

шое число точек ( )ijx , ему можно поставить в соответствие модель — 

континуальное, распределенное множество точек ( )jx , представля-

ющих собой непрерывную область ( )jV t  в пространстве En, которую 

будем называть кластером индивидуальных данных. В этом контину-
альном множестве (кластере) точки ( )jx , соответствующие разным 

индивидуумам, будем перечислять с помощью лагранжевых коорди-

нат .k
XX V  Эти координаты для всех моментов времени jt  сохра-

няются неизменными для каждого индивидуума как в МСС [18, 19]: 

( ) ( , )k
j jX tx x , .nV E x  

Таким образом, для любого 0t   введено векторное поле инди-

видуальных данных k
kxx e  в пространстве En, которое подчиняется 

закону движения ( , )kX tx x , где kx  — по аналогии с МСС назовем 

декартовыми (эйлеровыми) координатами индивидуума, ke  — век-

торы базиса в пространстве .nE  

Законы сохранения для кластеров данных в многомерном 
пространстве признаков. Основополагающая аксиома развиваемой 
теории динамики индивидуальных данных заключается в том, что 
близкие в начальный момент t = 0 точки индивидуальных данных 

( , 0),iXx x  выделенные в момент t = 0 лагранжевыми координатами 
и движущиеся в пространстве признаков En при t > 0 по определен-
ным траекториям, взаимодействуют между собой так, что их движе-
ние подчиняется некоторым коллективным закономерностям и они 
остаются близкими и для всякого 0t  . По аналогии с трехмерной 
МСС для континуальной многомерной модели индивидуальных дан-
ных — кластера V(t) — положим справедливыми законы сохранения 
числа индивидуумов в кластере, изменения скорости индивидуаль-
ных данных в кластере и изменения момента скорости индивидуаль-
ных данных в кластере: 

 0;
V

d
dV

dt
   (1) 

 ;
V

d
dV

dt
  v f  (2) 
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 2 .n

V

d
dV

dt
   x v μ  (3)  

Здесь /dm dV   — плотность кластера, представляющая собой от-
ношение числа dm  индивидуумов в элементарном объеме dV  дан-

ных к этому объему ;dV  
( , )iX t

t





x

v  — вектор скорости изменения 

данных индивидуума; 
V

M dV   — число индивидуумов в кластере; 

V

dV v v  — вектор скорости изменения данных в кластере; 

2n

V

dV   m x v  — тензор момента скорости изменения индивиду-

альных данных в кластере.  
Запишем суммарный вектор внешних воздействий и тензор мо-

ментов внешних воздействий на кластер: 

;m
V

dV d


   f f t=     2 ,n
m

V

dV d




      μ x f x t  

где mf  — вектор плотности внешних массовых воздействий на кла-

стер; t  — вектор поверхностных воздействий на кластер. Все ос-

новные элементы пространства En, в том числе векторное произведе-

ние 1 2 2 1( ) ;n   a a a a э  тензорное произведение 2 1a a  и скаляр-

ное произведение векторов 2 1,a a  введены в работах [12, 13], где 
1

1... ... n
n

iin
i ie  э e e  — тензор Леви-Чивиты, 

1... ni ie  — n-мерные сим-

волы Леви-Чивиты [12, 13]. Под внешними воздействиями будем по-
нимать такие воздействия, которые обусловлены причинами, не свя-
занными непосредственно с индивидуумами.  

Модель деформируемого кластера. Введем модель деформиру-
емого кластера, закон движения ( , )kX tx x  которого представляет 
собой суперпозицию трех видов движения: поступательного движе-
ния центра масс кластера, мгновенно-вращательного движения всего 
кластера как жесткого целого вокруг центра масс и растяжения-
сжатия кластера по некоторым главным осям ,O p  т. е. 

 0 .   x x S Q x  (4) 

Тензор ортогональный поворота ,Q  радиус-вектор x  рассматри-
ваемой точки в лагранжевом описании и радиус-вектор мгновенного 
центра поворота кластера x  соответственно имеют вид 
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  ( ) ;ij
i jQ t Q e e    ;i

iX x e    0 0 ( ) .i ix tx e  (5) 

Тензор растяжения S  принимаем симметричным, положительно 
определенным, для него существует вещественнозначный собствен-
ный базис ,p  в котором этот тензор имеет диагональный вид:  

 
1

,i

n
j

i jS S  


   S e e p p  (6)  

где j
iS  — симметричная матрица деформаций кластера; S  — веще-

ственные положительные собственные значения тензора .S  
Будем полагать, что единственной причиной изменения рассто-

яний между точками кластера (т. е. деформации кластера) является 
изменяющееся соотношение между некоторой скалярной функцией, 
называемой внутренней энергией кластера e и ее начальным значе-
нием 0.e  

Поэтому собственные значения S  аксиоматически принимаются 

заданными в виде функций 0( ),S S e e    в простейшем случае при-

нимаем, что эта зависимость является линейной:  

 01 ( ),S A e e     (7) 

где A  — константы.  

Примем также, что главные оси O p  тензора растяжения S  по 

отношению к главным осям инерции кластера O  e  являются непо-

движными, и базисы p  и e  связаны ортогональным тензором 

,i j
j iG   G e e  компоненты которого i

jG  не зависят от времени:  

  ( ) ( ) ( ),i
it t G t     p G e e     const.i

jG   (8) 

Во введенном деформируемом кластере деформация осуществля-
ется без приложения внешних сил, только за счет изменения внут-
ренней энергии .e  Из общих теорем дифференциальной геометрии 
следует [18–20], что изменение объема кластера определяется произ-

ведением коэффициентов S : 
0

1/ ,..., .nV V S S  

Вектор скорости деформируемого кластера. Дифференцируя 

(4) по t, получаем выражение для вектора скорости: 
d

dt
 

x
v  
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0( ) ( ) .t    x S Q x   Введем скорость движения центра вращения класте-

ра 00 v x  и относительный радиус-вектор 0 , x x x  тогда эту фор-

мулу можно записать в виде  

1
0 ( ) ( ) .     v v S Q S Q x  

С учетом ортогональности тензора поворота 1 т Q Q  получаем 
итоговую формулу  

  0 ,  v v x W  (9) 

которая описывает распределение скорости в деформируемом кла-
стере и заменяет n-мерную обобщенную формулу Эйлера [18–20]. 

В (10) введен новый тензор 

  1 1 ,     W S W S S S  (10)  

который не является кососимметричным, а т W Q Q  — кососим-
метричный тензор вращения кластера.  

Вычислим производную от тензора S  (6) с учетом (8) и формулы 
:i i   e W e  

1 1 1

1

.

n n n
i j i j i j

i j i j i j

n
i j

i j

S G G S G G S G G

S G G

        
  

  


          

      

  



S e e e e e e

e e W S S W

   


 (11) 

Вычисляем далее 

1 1 1

1 1

1 1

1

.

n n
k l i j

k l i j

n
k j

k j

S G G S G G

S S G G

  
     

 

 
   



            

      

 



S S e e e e S W S W

e e S W S W

 


 (12) 

Первое слагаемое во второй строке (12) представляет собой про-
изводную Яуманна от логарифмического тензора растяжения 

 
1 1

ln ln ln ;
n n

k j
k jS S G G     

 

     S p p e e  (13) 
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 1

1 1

ln (ln ) ,
n n

J k j k j
k j k j

d
S G G S S G G

dt


      
 

       S e e e e  (14) 

поскольку матрица kG  не зависит от t. 

Подставляя (13) и (14) в (12), получаем  

  1 1ln .J      S S S S W S W  (15)  

После подстановки (15) в (10) приходим к следующему результату: 

 ln .J W W S  (16) 

Уравнения движения деформируемого кластера в непо-
движном базисе. Подвижную систему отсчета iO e  выбираем та-

ким образом, чтобы центр вращения — точка 0x  — совпадала  

с центром масс кластера, тогда 0
V

dV  x  и средняя скорость кла-

стера совпадает с 0:v  

 0 0
1 1

( ) .
V V

dV dV
M M

       v v v x W v  (17) 

Подставляя формулы (16) и (9) в интеграл ,
V

dV  x v  получаем 

выражение для тензора момента скорости изменения данных дефор-
мируемого кластера:  

 2
0 0 ( ) (ln ) ,n T n J n

V

dV M           m x v x W I э S I эv   (18) 

где 
V

dV  I x x   — тензор моментов инерции кластера. Из (18) 

следует, что тензор моментов изменения данных для деформируемо-
го кластера по сравнению с жестким кластером [13–15] включает в 
себя дополнительный момент (ln )J n  S I э  за счет деформирования 
кластера в процессе движения.  

Подставляя (17) и (18) в (2) и (3), получаем систему уравнений 
движения деформируемого кластера:  

  0 ;
d

M
dt

 f
v

 (19) 
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  0
0;

d

dt


x
v  (20) 

  т 2( ) (ln )n J n nd d

dt dt
      W I э S I э μ .  (21) 

Дополнив (19–21) начальными условиями  

  0 0
0 0 0 0; ; x x v v     t = 0: 2 2

0
n n m m ,  (22) 

получим задачу Коши, описывающую поступательное движение цен-
тра тяжести кластера и вращение кластера относительно центра тя-
жести с учетом его деформирования. 

Уравнения вращения деформируемого кластера в подвижном 

базисе. Дифференцируя произведения тензоров т W I  и ln ,J S I  со-
гласно правилу дифференцирования [18–20] тензоров в подвижном 
базисе ' ,ie  

  т т т т( ) ;Jd

dt
        W I W I W W I W I W  (23) 

  (ln ) ln ln ln ,J JJ J Jd

dt
        S I S I W S I S I W  (24) 

где двукратная производная Яуманна  

       
22

2 2
1 1

ln
ln (ln ) ,

n n
JJ k j k j

k j k j

d Sd
S G G G G

dt dt


    
 

       S e e e e  (25) 

и учитывая, что т( ) 0n    W I W э , после подстановки (23) и (24)  
в (21) получаем следующее уравнение: 

 

т т

2

( ) (ln )

( ln ln ) .

J n JJ n

J J n n

        

       

W I W W I э S I э

W S I S I W э μ
 (26) 

Умножив левую и правую части уравнения (26) (n – 2)-кратным 
скалярным умножением на тензор Леви-Чивиты nэ  способом, при-
веденным в работе [13], получим окончательный вид уравнения, 
описывающего вращение деформируемого кластера в подвижном 
базисе: 
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 2 2 .J J
S S S             I W W I W I I W W W W W μ μ   (27) 

Здесь кососимметричные тензоры имеют вид 

  ln ln ;J J
S    W I S S I    ln ln ;JJ JJ

S    μ I S S I  (28) 

 ( ( ) ( ),m m
V

dV d 


          μ x f f x x t t x)      (29)  

где ln JJS  — вторая производная Яуманна. Для частного случая, ко-
гда отсутствуют деформации кластера, тензоры SW  и Sμ  равны ну-

лю (поскольку S E  — единичный тензор), и (27) точно совпадает  
с уравнением вращения жесткого кластера [13–15]. 

В компонентах в базисе e  систему уравнений (19), (20) и (27 ) 

можно записать следующим образом (с учетом диагональности мат-

рицы инерции в подвижном базисе ):i iI I      

0 ;i
i

dv
M f

dt
  

0
0 ;i

i
dx

v
dt

  

 1

1
( ),

n
k k

k

k k k k
S S S

I IdW
W W

dt I I

W W W W
I I


   

  

     

 


  



        



 (30) 

  0
ij

i kj
k

dQ
Q W

dt
  , , 1...n   ,  

где  

  

2

2
1

1

ln
( ) ;

ln
( ) .

n

SS

n

S

d S
I I G G

dt

d S
W I I G G

dt

  
   



  
   



  

  






 (31) 

Начальные условия к системе уравнений (30) имеют вид 

  t = 0: 0
0 0 ;i ix x  0

0 0 ;i iv v     
0

;ji jiQ Q     
0

.ij ijW W   (32) 
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Здесь ,ij ij
S SW   — компоненты тензоров ij

S i jS    μ e e  и 

.ij
S i jSW    W e e  

Сравнивая системы уравнений (30) для деформируемого и жест-
кого кластеров [13–15], заключаем, что движение этих кластеров 
принципиально отличается за счет наличия в системе уравнений 
вращения кластера (30) линейных по kW   слагаемых и свободного 

члена ,S
  который отличен от нуля даже при отсутствии внешних 

воздействий на кластер. Уравнения (30) обобщают хорошо известные 
в механике уравнения вращения абсолютно твердых трехмерных тел 
[21] на случай многомерных сред высокой размерности с учетом их 
деформирования. 

Модель внешних сил. Для плотности внешних массовых воз-
действий mf  в работе [17] предложена потоковая модель, согласно 
которой  

,
s

m
d

dt


h
f    0 (1 )s s qAe h h ,  2 2

0 exp / ;rA A x  x    0. t  (33) 

Здесь 00
sh  — вектор стабильного процесса накопления данных;

0,A q  — константы, характеризующие изменение потока накопления 

данных вследствие внешних воздействий на кластер; rx  — констан-
та, характеризующая неравномерность распределения внутренней 
энергии e в кластере (предполагается, что это распределение изменя-
ется по нормальному закону). В стабильном процессе e = const  
и const,s h  поэтому 0.m f  

Вычислительные алгоритмы. Основное предназначение разра-
ботанной модели — прогнозирование динамики кластеров данных во 
времени. В качестве исходных данных при этом задается положение 
кластера в некоторый начальный момент времени. Алгоритм класте-
ризации описан в работе [13], для аппроксимации данных применяет-

ся модель многомерного эллипсоида 
2

1

1
n X

R






 
  

 
  [13, 14, 22] в ла-

гранжевых координатах, где R  — полуоси эллипсоида, которые 
находят путем решения задачи минимизации объема кластера с огра-
ничениями на вхождение в эллипсоид 95 % точек.  

Векторы базиса (0) (0)i
j j iQ e e  в начальный момент определяют 

путем построения матрицы инерции ij i j

V

I x x dV     по эксперимен-

тальным точкам и нахождения ее собственных векторов.  
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Для вычисления многомерных интегралов применяли четыре ме-
тода, описанные в работе [13]: n-мерных шаров, равного веса точек, 
нормального распределения, локальных групп.  

Численное решение задачи Коши (30), (32) осуществлялось на 
основе пошагового разностного метода вместе с процедурой линеа-
ризации на временных шагах и использованием неявной разностной 
схемы для уравнений вращения:  

   1
1 1 1

1,

1 1
1, 1,

,

n
k kz z

z zz z
k k

n
k k k k

z Sz zSz z Sz Sz Sz S
k k k k

W W
I I I I W W W W

t

W W W W W W W W

 
   

      
 

         
 

   

              

              



   

 (34) 

где ( )z zW W t    — значения функций в узлах разностной сетки.  

Применение разработанной модели для прогнозирования ди-
намики массовых продаж. В качестве примера применения разра-
ботанной модели рассмотрим задачу о прогнозировании динамики 

массовых продаж в крупном магазине. Тогда в качестве координат ix  
выберем суммарное число i-го товара, а в качестве индивидуумов 
рассмотрим отдельных покупателей. Внутренняя энергия e в данном 
случае представляет собой финансовый запас кластера покупателей. 
В числовом конкретном примере пространство признаков En счита-
лось пятимерным. Для модели рынка массовых продаж, рассмотрен-
ной в работе [13], внутренними связями между покупателями, обу-
словливающими их коллективное поведение, являются определенные 
стереотипы экономического поведения покупателей из одних соци-
альных групп, а также наличие возможности обмена информацией о 
покупаемых товарах. Тогда покупатели, близкие в некоторый момент 
t = 0 в пространстве признаков En, остаются близкими и в другие мо-
менты времени. Разработанная модель деформируемого кластера бы-
ла применена для анализа экспериментальных данных, рассмотрен-
ных в работе [13], по продажам автомобилей через интернет-магазин 
в течение 30 месяцев. В качестве осей координат xi пространства при-
знаков En введены суммарные значения купленных или планируемых 
к покупке автомобилей пяти ценовых классов, поэтому размерность n  
пространства товаров En равнялась 5. Данные анализировались через 
три месяца в моменты времени , 1, ..., 11.mt m   Моменты времени 5t  

и 7t  были идентифицированы как первая и вторая волна финансового 

кризиса, который выражался в изменении экономического запаса e 
покупателей согласно модели (31). 
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С помощью предложенного в работе [13] алгоритма кластеризации 
данных в пространстве En для фиксированного момента времени t  
было введено несколько кластеров данных. Для модели деформируе-
мого кластера в отличие от жесткого кластера необходимо задать 
значения констант A  в (7), характеризующих изменение размеров 

эллипсоида в зависимости от изменения финансового запаса покупа-
телей. Для этой цели были использованы экспериментальные данные 
по покупкам еще для одного момента времени 5t , а динамика изме-

нения финансового запаса кластера 0( )e t e  была принята совпада-

ющей с динамикой индекса DAX, отражающего изменение финансо-
вого состояния покупателей, в том числе в области автомобильных 
продаж.  

Результаты исследования движения центра масс кластеров 
(функций 0 ( )ix t ) показали линейный характер движения по всем 

осям товаров ix  в пространстве E5 (рис. 1) при отсутствии внешних 

сил. Наличие внешних воздействий (кризисных явлений) приводит к 
изменению углов наклона линейной траектории движения кластеров. 
Модель (30) хорошо прогнозирует движение центра масс кластера 
как при отсутствии внешних воздействий, так и при их наличии. 

 

 

Рис. 1. Движение центра масс 
кластера покупателей 0 ( )ix t  во 

                   времени t: 

1–5 — i равно 1, 2, 3, 4, 5 соот- 
                  ветственно 

 

На рис. 2 показано движение деформируемого кластера на плос-

кости 3 4( , )x x  для нескольких моментов времени. Крестиком обо-

значены точки, не попадающие внутрь аппроксимирующего эллип-
соида. Видно, что происходит достаточно существенное изменение 
длин полуосей кластера (деформация) в процессе его движения.  

Динамика вращения кластера, представленная значениями неза-

висимых компонентов матрицы поворота ( )j
iQ t , рассчитанных по 

уравнениям (30), приведена на рис. 3, где введены следующие обо-

значения: 12
1Q Q , 13

2Q Q , 14
3Q Q , 15

4Q Q , 23
5Q Q , 24

6Q Q , 
25

7Q Q , 34
8Q Q , 35

9Q Q , 45
10Q Q . Установлено, что изменение  
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Рис. 2. Движение деформируемо-
го кластера покупателей в форме 
n-мерного эллипсоида (показано 
положение кластера в плоскости 

3 4( , )x x  для моментов времени 
                  t2, t5 и t11) 

 
 

 
Рис. 3. Вращательное движение кластера поку-
пателей (изменение независимых компонентов 

матрицы поворота ( ),j
iQ t  рассчитанных по мо-

дели деформируемого кластера с использовани-
ем метода n-мерных шаров): 

1–10 — α равно 1–10 соответственно 

компонентов матрицы поворота ( )j
iQ t  происходит практически по 

линейному закону.  
Графики изменения длин полуосей пятимерного эллипсоида, по-

строенного по модели деформируемого кластера покупателей приве-
дены на рис. 4. Здесь же для сравнения показаны графики изменения 
длин полуосей эмпирического эллипсоида, который строится в каж-
дый момент времени как наилучшая аппроксимация эксперимен-
тальных данных о покупках в данный момент времени, без учета мо-
дели деформируемого кластера. Результаты сравнения показывают, 
что модель деформируемого кластера в целом достаточно хорошо 
предсказывает изменение геометрической формы и положения кла-
стера покупателей во времени. 

На рис. 5 приведены зависимости количества попадающих точек 
(%) в деформируемый пятимерный эллипсоид при разных моментах 
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Рис. 4. Изменение длин по-
луосей пятимерного эллип-
соида, построенного по мо-
дели деформируемого кла-
стера (сплошные линии),  
в сравнении с длинами по-
луосей эмпирического эл- 
    липсоида (штриховые): 

1–5 — i равно 1–5 соответ-
ственно (аналогично и для 
экспериментальных зависи- 
                  мостей) 

 

Рис. 5. Изменение точности 
модели деформируемого кла-
стера покупателей в зависимо-
сти от времени совершения 
               покупок: 

1, 3 — n-мерные шары; 2, 4 — 
    нормальное распределение 

 

времени совершения покупок и разных способах аппроксимации 
начальных данных — матрицы поворота эллипсоида (0)j

iQ  и матрицы 

инерции эллипсоида (0)j
iI . Сплошные линии — результаты прогноза, 

полученные по модели деформируемого кластера, штриховые —  
с помощью аппроксимации экспериментальных данных эллипсоидом 
для каждого момента времени без решения системы уравнений (28). 
Кластер 1 с большим число точек показывает большее расхождение  
в точности методов аппроксимации, однако само абсолютное значение 
точности модели для кластера 1 выше. Для кластера 1 максимальная 
точность составляет 88,55 % при использовании метода жесткого кла-
стера в последней контрольной точке. Для кластера 2 максимальная 
точность равна 82 %. Резкие скачки точности модели видны в кон-
трольных точках, в которых отмечается уменьшение длин полуосей 
эллипсоида — тогда при фиксированном объеме в эллипсоид попадает 
больше точек. Такую закономерность можно наблюдать в точке t5 для 
обоих кластеров. Следует также отметить, что точность модели де-
формируемого кластера выше точности, получаемой по модели жест-
ких кластеров (98 % и 72 % соответственно). Однако модель жесткого 
кластера требует меньшего количества предварительной информации: 
не нужно вводить в модель данные о влиянии финансового запаса по-
купателей на изменение числа покупок. В тех случаях, когда такая ин-
формация недоступна, модель жестких кластеров может оказаться 
предпочтительной. Для более точного прогнозирования динамики 



Модель многомерной деформируемой сплошной среды для прогнозирования… 

119 

данных может быть рекомендована разработанная модель деформиру-
емых кластеров. 

Выводы. Разработана модель многомерных деформируемых 
сплошных сред в пространствах высокой размерности (более трех) и 
концепция ее применения для задач прогнозирования динамики боль-
ших массивов индивидуальных данных. Модель сведена к системе 
дифференциальных уравнений в пространстве высокой размерности. 
Уравнения получены путем применения методов механики многомер-
ных сплошных сред для движения кластеров индивидуальных данных, 
которые совершают поступательное, вращательное и деформационное 
движение с предписанным видом деформации растяжением-сжатием 
по главным осям. Предложены численные алгоритмы решения систем 
нелинейных дифференциальных уравнений в этой модели. Представ-
лен пример анализа и прогнозирования экспериментальных данных 
рынка продаж; показано, что разработанная модель деформируемых 
многомерных эллипсоидов позволяет достаточно хорошо описывать 
динамику движения кластеров во всем рассматриваемом диапазоне 
времени, включая этапы воздействия экономических кризисных явле-
ний на покупательский рынок. Модель обладает достаточно высокой 
точностью прогнозирования динамики данных (до 98 %), что превы-
шает точность предложенной ранее модели недеформируемых жест-
ких кластеров, однако для ее применения необходима дополнительная 
информация о динамике финансового запаса покупателей.  
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A model of multidimensional deformable continuum  
for forecasting the dynamics of large scale array  

of individual data 

© Yu.I. Dimitrienko, O.Yu. Dimitrienko 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

The article considers the concept of applying the multidimensional continuum model to 
one of the main problems emerging in the theory of large scale data array treatment i.e. 
forecasting the dynamics of data cluster change. The concept is based on the model of 
multidimensional continua in spaces of high dimensionality (more than three) earlier 
developed by the authors. The model includes the integral conservation laws, which are 
reformulated for informational data clusters, as well as the model of motion kinematics 
and cluster deformation. The model of deformable multidimensional cluster is developed. 
The movement of the cluster in multidimensional data space includes translational and 
rotational motion and uniform tension-compression strain. The system of differential ten-
sor equations describing the dynamics of the deformable multivariate cluster motion over 
time is formulated. A numerical algorithm for solving the system of differential equations 
for the ellipsoidal model of multidimensional cluster is worked out. An example of the 
developed model application for predicting the dynamics of economic data (data on 
goods purchases in a large supermarket) is considered. The results of forecasting the 
data on purchases of different consumer groups are shown.   

Keywords: multidimensional continua, large scale data array, multidimensional space of 
features, Lagrangean coordinates, deformable cluster, conservation laws for data clus-
ter, forecasting the dynamics of data change, cluster rotation tensor.  
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