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Введение. Многие ускоренные (форсированные) процессы ста-

рения изделий удовлетворяют модели аддитивного накопления по-

вреждений, согласно которой израсходованный ресурс на интервале 

времени (,  + t) определяется по формуле 

 ( ( )) ( ) ( ),t A A t A       (1) 

где 

0

( ) ( ) .

t

A t x dx  v  

Здесь v(x) — скорость расходования ресурса [1–10]. 

Возникает естественный вопрос о расчете показателей ресурса в 

штатном режиме эксплуатации (базовый режим), который, как пра-

вило, облегчен через показатели и характеристики ресурса в режиме 

ускорения (форсирования) процесса старения в условиях автомо-

дельности этих процессов. 

Определим основные показатели ресурса изделий, для которых 

этот перерасчет будет установлен. 

Пусть  — наработка изделия от начала эксплуатации до перехо-

да его в предельное состояние. Тогда 

     (2) 

при условии, что  > , выражает величину остаточного ресурса. 

Поскольку величина  (2) случайная, то определим показатель «сред-

ний остаточный ресурс изделия сверх времени » по формуле 
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 ( ) ,R        (3) 

где  — обозначение математического ожидания величины, содер-

жащейся внутри угловых скобок. 

В частности, при  = 0 из определения (3) имеем 

 (0) ,R r  (4) 

где r — средний (безостаточный) ресурс. 

Определим следующий показатель ( )T   — гамма-процентный 

остаточный ресурс изделия сверх времени , введенный в работе [11], 

как решение следующего уравнения относительно t: 

( )
,

( )

P t

P


 


 

где P(•) — вероятность безотказной работы изделия в течение време-

ни, указанного внутри скобок;  — заданный уровень (0 <  < 1). 

В частности, при  = 0 имеем следующее соотношение: 

 
(0) ,T t 

 (5) 

где t  — гамма-процентный (безостаточный) ресурс. 

Легко заметить, что 

 ( ) max ( ) ,T t P t      

где 

( )
( ) .

( )

P t
P t

P






 

Расчет среднего остаточного ресурса изделия. Пусть заданы два 

режима эксплуатации (испытаний) изделий:   и 0 ,  где 0  — базовый 

(штатный) режим. В частности, базовым может быть такой режим, при 

котором ( ) 1x v . Тогда режим, для которого ( ) 1,x v  является более 

жестким, чем режим 0 ,  а режим, в котором ( ) 1,x v  — облегченным 

относительно режима 0.  

Теорема 1. Если процессы старения изделия в режимах   и 0  

автомодельны, то справедлива следующая формула: 

 ( ) (0)

(0)
( )

1
( ) ( ) ( ) ,

( ( ))
A

R P z x z dz
P A






 
   (6) 
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где (0)( )P  — вероятность безотказной работы изделия в режиме 

0;  

 

0

( ) ( ) ;A x dx



   v  (7) 

( )x x z  — решение уравнения 

 ( ) ( ( ) );A x z A x    (8) 

( ) ( )R    — средний остаточный ресурс изделия сверх времени  в 

режиме .  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства воспользуемся следу-

ющей формулой [2]: 

 ( ) ( )

( )

1
( ) ( ) ,

( )
R P x dx

P


 




 
 

 (9) 

где ( ) ( )P   — вероятность безотказной работы изделия в течение 

времени, указанного внутри скобок, в режиме эксплуатации .  

Установим следующее соотношение: 

 ( ) (0)( ) ( ( )).P t P A t   (10) 

В самом деле, так как  

 ( ) ( )( ) Pr ,P t t     

где Pr ( )  — вероятность события внутри скобок, то 

   ( ) ( )Pr Pr ( ) ( ) .t A A t       

Здесь ( )  — наработка до отказа изделия в режиме .  Откуда имеем 

   ( ) (0)Pr Pr ( ) ,t A t      

где   (0) ( )A    — наработка до отказа изделия в режиме 0.   

Следовательно, 

   ( ) (0)Pr ( ) ,t P A t    

что и доказывает соотношение (10). 

Используя в (9) соотношение (10), получим 
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( ) (0)

(0)

1
( ) ( ( )) ,

( ( ))
R P A x dx

P A






 
   

откуда, сделав замену переменных под интегралом согласно (8), полу-

чим искомую формулу (6). 

Формула (6) позволяет пересчитать показатели ресурса изделия из 

одного режима эксплуатации в другой при определении скорости ( ).xv  

Например, при ( ) ,x av  где 0a   — постоянная (в этом случае

( ),A   согласно (7), равна a), имеем 

 ( ) (0)1
( ) ( ),R R a

a

     (11) 

где (0) ( )R a  — средний остаточный ресурс изделия после времени a 

в режиме эксплуатации 0.   

В частности, для экспоненциального закона распределения ре-

сурса  (0)( ) exp( )P t t  согласно (11) находим 

 ( ) 1
( ) ,R

a

  


 (12) 

где 0   — интенсивность отказов изделия в режиме эксплуатации 

0.  

Если выбрать в качестве режимов эксплуатации изделия следующие 

скорости: 1a   для режима 0;  1a   для облегченного режима ,  то 

согласно (12)  средний остаточный ресурс в режиме   будет в 1/a  раза 

больше, чем средний ресурс 1/r    в режиме 0.  И наоборот, если 

1a   — скорость, определяющая форсированный режим по отношению 

к 1a  , то согласно (12) средний остаточный ресурс в режиме эксплуа-

тации   в 1/a  раза меньше, чем средний ресурс изделия в режиме 0.  

Следствие. В условиях теоремы 1 справедлива следующая фор-

мула для среднего (безостаточного) ресурса изделия в режиме экс-

плуатации :  

 ( ) (0)

0

( ) ( ) .r P z x z dz


    (13) 

В самом деле, учитывая (4) в (6), получаем (13).  

В процессе штатной эксплуатации режим применения изделия, как 

правило, переменный. Например, если это изделие радиоэлектронной 

техники, происходит чередование режима под токовым накалом и ре-

жима ожидания. Предельный ресурс в этом случае расходуется, как 

минимум, с двумя скоростями: 1  до момента времени d и 2  после 

времени d, т. е.  
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1

2

, если 0 ;
( )

, если .

x d
x

x d

  
 

 
v  (14) 

В общем случае ресурс изделия может расходоваться в n + 1 раз-

личных режимах со скоростями 1 , 2 , …, n , 1:n  

  

1 1

2 1 1 2

1 2 1 1 2 1

1 1 2 1

, если 0 ;

, если ;

( ) ..............................................

, если ;

, если .

n n n n

n n n

x d

d x d d

x

d d d x d d d d

x d d d d

 

 

  

   


 
         

     

v   (15) 

Тогда справедливо следующее утверждение. 

Теорема 2. Если процессы старения изделия в режимах эксплуата-

ции   и 0  автомодельны и скорости расходования ресурса определе-

ны соотношениями (15), то справедлива следующая формула: 

  ( ) (0)

1

1
( ) ( ) ,

n

R R A



  


 (16) 

где  

1 1 2 2 1

1 1

( ) ; .
n n

n n n i i

i i

A d d d d d

 

 
          

 
   

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку 

1 1 2 2 1( ) ( ),n n nA x d d d x d       

где 
1

; ,
n

i

i

d d x d


   то из уравнения ( )A x z  находим 
1

1
( ) .

n

x z


 


 

Подставляя последнее выражение в (6), получаем 

 
( ) (0)

(0)
1 ( )

1
( ) ( ) ,

( )n A

R P z dz
P A




 

 
    

что доказывает (16), так как [12] 

(0) (0)

(0)
( )

1
( ) ( ( )).

( ( ))
A

P z dz R A
P A





 
   

В качестве примера рассмотрим изделие, ресурс которого рас-

пределен равномерно на отрезке (0, l) в режиме эксплуатации 0.  

Требуется найти средний остаточный ресурс сверх времени  в авто-

модельном режиме ,  скорости расходования которого заданы соот-

ношениями (14). 
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Так как [2] 

(0)( ) , (0, ),
2

l
R l

 
    

то согласно формуле (16) получим 

( )

2

( )
( ) ,

2

l A
R   

 


 

где 1 2( ) ( ), .A d d d        

Расчет средней доли безотказной наработки. Пусть  — время 

отказа изделия. Введем следующую цензурированную случайную 

величину ( )t  согласно формуле 

 
, если ;

( )
, если .

t
t

t t

  
  

 
 (17) 

Рассмотрим математическое ожидание этой величины, которую 

назовем средней безотказной наработкой. 

Средней долей безотказной наработки (СДБН) изделия называ-

ют величину [13, 14] 

 
( )

( ) ,
t

J t
t


  (18) 

где  — обозначение математического ожидания выражения, со-

держащегося внутри угловых скобок. 

Докажем следующее утверждение. 

Теорема 3. В условиях автомодельности процессов старения изде-

лия в режимах эксплуатации   и 0  справедлива следующая формула: 

 (0) ( )

0

1
( ( )) ( ) ( ) ,

( )
J A P y y dy

A


 

 
v  (19) 

где (0) ( )J  — СДБН изделия в режиме эксплуатации 0;  величина 

А()  определена формулой (7).  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства установим следующую 

формулу: 

 

0

1
( ) ( ) .

t

J t P x dx
t

   (20) 

Пусть (0, ),x t  тогда согласно (17) имеем 

 Pr ( ( ) ) Pr ( ) ( ),t x x F x       (21) 

где F(x) — функция распределения случайной величины . 
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Так как 

 Pr ( ( ) ) Pr ( ) ( ),t t t P t       (22) 

то функция распределения величины  (17) согласно (21) и (22) будет 

иметь следующий вид: 

( ), если (0, );
( )

( ), если .

F x x t
F x

P t x t



 


 

Откуда для плотности распределения величины (17) имеем формулу 

 
( ), если (0, );

( )
( ), если .

f x x t
f x

P t x t



 


 (23) 

Очевидно, что найденная плотность удовлетворяет нормировоч-

ному свойству, так как 

0

( ) 1.

t

f x dx 
 

Найдем среднюю безотказную наработку, равную 

 

0

( ) ( ) .

t

t x f x dx    (24) 

Используя  (23) для правой части выражения (24), имеем 

 

0 0

( ) ( ) ( ).

t t

x f x dx x f x dx tP t     (25) 

Так как 

0 0

( ) ( ) ( ) ,

t t

x f x dx tP t P x dx     

 

то, подставляя это выражение в (25), получаем 

0 0

( ) ( ) .

t t

x f x dx P x dx    

Учитывая это в (24), имеем 
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0

( ) ( ) .

t

t P x dx    

Тогда согласно (18) найдем 

0

1
( ) ( ) ,

t

J t P x dx
t

 
 

что доказывает формулу (20). 

Так как согласно (20) 

( )

(0) (0)

0

1
( ( )) ( ) ,

( )

A

J A P x dx
A



 
 

 

то, сделав замену переменной под интегралом ( ),x A y  найдем 

(0) (0)

0

1
( ( )) ( ( )) ( ) .

( )
J A P A y y dy

A



 
 

v  

Учитывая соотношение (10), получим искомую формулу (19), что 

доказывает теорему 3.  

В частности, если 0( ) ,y v v  где 0 0v  — постоянная, то найдем 

из (19) 

(0) ( )
0( ) ( ),J J   v  

где ( ) ( )

0

1
( ) ( )J P y dy


  

 
 — СДБН изделия в режиме эксплуатации .  

В связи с утверждением теоремы  3 возникает вопрос: можно ли 

выразить аналогичным образом и другие показатели ресурса изделия 

в режиме эксплуатации 0  через характеристики надежности в ре-

жиме эксплуатации ?  

Ответ на этот вопрос дает следующее утверждение. 

Теорема 4. Если процессы старения изделия в режимах   и 0  

автомодельны, то справедлива следующая формула для среднего ос-

таточного ресурса изделия сверх времени A() в режиме 0:  

 (0) ( )
( )

1
( ( )) ( ) ( ) .

( )
R A P y y dy

P








 
 

v  (26) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем согласно [12] 

(0) (0)
(0)

( )

1
( ( )) ( ) .

( ( ))
A

R A P x dx
P A





 
   

Сделав замену переменных под интегралом ( ),x A y  получим 

(0) (0)

(0)

1
( ( )) ( ( )) ( ).

( ( ))
R A P A y dA y

P A





 
 

 

 

Учитывая, что 

( ) ( ) ,dA y y dy v  

найдем 

(0) (0)
(0)

1
( ( )) ( ( )) ( ) .

( ( ))
R A P A y y dy

P A





 
  v  

Откуда с учетом формулы  (10) получим искомую формулу (26). 

Так, если ( ) 0y a v  — постоянная, то согласно (26) имеем 

(0) ( )( ) ( ),R a aR     

что совпадает с формулой  (11). 

В частности, при 0   из формулы (26) вытекает соотношение 

(0) ( )

0

( ) ( ) ,r P y y dy


  v  

из которого при ( ) 0y a v  следует формула 

 (0) ( ),r a r   (27) 

где (0)r  — средний (безостаточный) ресурс в режиме 0;  

( ) ( )

0

( )r P y dy


    — средний ресурс в режиме .  

Формула (27) следует из (26) с учетом (4), а также из формулы (13), 

так как ( )A x ax z   и 
1

( )x z
a

  , следовательно, 

(0)
( ) ,

r
r

a

   

где (0) (0)

0

( ) .r P z dz



   
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Расчет гамма-процентных показателей ресурса. Пусть 
( )( )T 
   — гамма-процентный остаточный ресурс изделия сверх вре-

мени  в режиме эксплуатации .  Тогда справедливо следующее 

утверждение. 

Теорема 5. Если процесс старения изделия в режиме эксплуата-

ции   автомоделен процессу старения в режиме 0,  то гамма-

процентный остаточный ресурс в режиме 0  выражается через 

аналогичный показатель в режиме   следующей формулой: 

 (0)( ( )) ( ( )),tT A A      (28) 

где правая часть определена соотношением (1) при ( )( ).t T 
   

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно определению показателя гамма-

процентного остаточного ресурса изделия сверх времени  имеем 

 ( ) ( )

( )

( )
,

( )

P T

P

 




  
 


 

где   — заданный уровень (0 1)   . 

Используя формулу (10), получим 

 
  (0) ( )

(0)

( )
.

( ( ))

P A T

P A


  

 


 (29) 

Согласно (1) имеем 

 ( )( ) ( ) ( ( )),tA T A A
         

где ( )( ).t T 
   Подставляя это соотношение в (29), получим 

 (0)

(0)

( ) ( ( ))
.

( ( ))

tP A A

P A

   
 


 

Откуда согласно определению гамма-процентного ресурса изделия 

сверх времени A() в режиме 0  имеем 

(0)( ( )) ( ( )),t A T A      

что и доказывает формулу  (28) и тем самым теорему 5. 

Следствие. В условиях автомодельности процессов старения из-

делия в режимах эксплуатации   и 0  справедлива следующая фор-

мула для гамма-процентных (безостаточных) ресурсов: 
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( )

(0)

0

( ) .

t

t x dx




   v  (30) 

Формула (30) следует из (28) с учетом того, что согласно (5) 

(0) (0) ( ) ( )(0) ; (0) ,T t T t 
      

а также того, что по формуле (1) при ( )t t 
  имеем 

( )

0

( (0)) ( ) .

t

t A x dx




   v  

Если скорость расходования ресурса изделия в режиме эксплуа-

тации   подчиняется закону (14), то согласно формуле (28) получим 

  

( )
( )

(0)
1 2( ) ( ) .

T

T d d x dx


 





      v  (31) 

Так как при d   

( )
( )

( )
2( ) ( ),

T

x dx T


 






   v  

то формула (31) примет следующий вид: 

 (0) ( )
1 2 2( ) ( ).T d d T 

        

В частности, при 1 2 a    найдем  

(0) ( )( ) ( ).T a aT 
     

Оценки показателей ресурса изделия по результатам форси-

рованных испытаний. При планировании форсированных испыта-

ний скорость расходования ресурса, как правило, выбирают согласно 

формуле 

 
( )

(0)

( )
( ) ,

t
t





v  (32) 

где ( )( )t  — интенсивность отказов изделия в режиме форсирова-

ния ; (0)  — постоянная интенсивность отказов при базовом (штат-

ном) режиме эксплуатации 0.   
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В этом случае расчет показателей остаточного ресурса при базо-

вом режиме через характеристики надежности в форсированном  

режиме практически затруднен из-за отсутствия полной информации 

о поведении интенсивности отказов в форсированном режиме ( )( )t  

как непрерывной функции времени t на интервале  ( ), ( ) .T 
      

В связи с этим докажем следующее утверждение. 

Теорема 6. Если процесс старения изделия в форсированном ре-

жиме автомоделен процессу старения при базовом режиме и ско-

рость расходования ресурса в форсированном режиме определена со-

отношением (32), где ( )( )t  — неубывающая функция времени, то 

гамма-процентный остаточный ресурс изделия сверх времени ( )A   

при базовом режиме эксплуатации 0 допускает следующую оценку: 

 
( )

(0) ( )

(0)

( )
( ( )) ( ),T A T




 

 
  


 (33) 

где ( )( )T 
   — гамма-процентный остаточный ресурс изделия сверх 

времени  в форсированном режиме ;  значение ( )A   определено со-

отношением (7).  При этом оценка (33) достижима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся формулой (28), откуда с уче-

том (32) и теоремы о среднем для интеграла имеем 

 
( )

0(0) ( )
(0)

( )
( ( )) ( ),T A T




 

 
  


 (34) 

где  ( )
0 , ( ) .T 

       

Так как ( )( )t  — неубывающая функция времени, то из  (34) по-

лучим 

( )
(0) ( )

(0)

( )
( ( )) ( ),T A T




 

 
  


 

что доказывает оценку (33). 

Покажем, что оценка (33) достижима. 

В самом деле, рассмотрев экспоненциальный закон распределе-

ния, имеем [15]: 

(0)
(0)

( )
( )

ln
( (0)) ,

ln
( (0)) ,

T A

T A




 

 




 



 

( ) ( )( ) 0t      — постоянная. 
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Видно, что правая и левая части оценки (33) равны (0)ln ,    

что доказывает достижимость оценки. 

Следствие. В условиях теоремы 6 справедлива следующая оцен-

ка для показателей гамма-процентных (безостаточных) ресурсов из-

делия: 

 
( )

(0) ( )
(0)

(0)
.t t




 





 (35) 

При этом оценка (35) достижима. 

Оценка (35) следует из (33) с учетом того, что согласно (5)  

(0) (0) ( ) ( )(0) ; (0) .T t T t 
      

Для средних показателей ресурса изделия справедливо следу-

ющее утверждение. 

Теорема 7. Если процесс старения изделия в форсированном ре-

жиме автомоделен процессу старения при базовом режиме и ско-

рость расходования ресурса в форсированном режиме определена 

соотношением (32), где ( )( )t  — неубывающая функция времени, 

то средний остаточный ресурс изделия сверх времени ( )A   при ба-

зовом режиме 0 допускает следующую оценку: 

 
( )

(0) ( )
(0)

( )
( ( )) ( ),R A R


 

  


 (36) 

где ( )( )R    — средний остаточный ресурс изделия сверх времени τ  

в форсированном режиме ;  значение ( )A   определено соотношени-

ем (7). При этом оценка (36) достижима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как интенсивность отказов изделия в 

форсированном режиме согласно условию теоремы — неубывающая 

функция, то из  (32) имеем 

 
( )

(0)

( )
( ) ,y

 



v  (37) 

где ( , ).y    

Учитывая оценку (37) в формуле (26), получим 

( )
(0) ( )

(0) ( )

( ) 1
( ( )) ( ) ,

( )
R A P y dy

P








 
 

  
 

что доказывает оценку (36), так как [12] 
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( ) ( )
( )

1
( ) ( ) .

( )
R P y dy

P


 





 
 

 

Убедимся в том, что оценка (36) достижима. 

Пусть ресурс изделия в обоих режимах   и 0  подчиняется экс-

поненциальному закону с постоянными интенсивностями отказов, 

равными соответственно ( ) 0   и (0) 0.   Тогда левая часть оцен-

ки (36) равна (0)1 ,  а правая часть — этому же значению, так как 

( ) ( )(0) 1 ,R     что и доказывает достижимость оценки (36). 

Следствие. В условиях теоремы 7 справедлива следующая оцен-

ка для среднего (безостаточного) ресурса изделия при базовом режи-

ме эксплуатации 0:  

 
( )

(0) ( )
(0)

(0)
,r r







 (38) 

где ( )r   — средний ресурс изделия в режиме форсирования .  

При этом оценка (38) достижима. 

Оценка (38) следует из оценки (36) с учетом того, что согласно 

(4) имеем 

(0) (0) ( ) ( )(0) ; (0) .R r R r    

Заключение. Доказаны формулы расчета и оценок показателей 

ресурса изделий в заданном (штатном) режиме эксплуатации через 

характеристики и показатели надежности другого автомодельного 

режима, в котором расходование ресурса моделируется согласно за-

кону аддитивного накопления повреждений. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фунда-

ментальных исследований (№ 07-08-00574-а и № 10-08-00607-а). 
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Additive damage accumulation approach to calculation and 

estimation of objects’ life feartures 

© G.S. Sadykhov, V.G. Krapotkin, O.I. Kazakova 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

 

In this paper we prove constitutive equations for calculation and estimation of life’s fea-

tures of the objects working in normal mode through life’s features of objects working in 

another self-similar mode where life consumption is modeled according to the law of the 

additive damage accumulation. 

Keywords: reliability function, failure rate, life, residual life, gamma-percentile life, 

mean life, gamma-percentile residual life, mean residual life. 
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