
ISSN 2309-3684 

Математическое 
моделирование
и численные методы

Иванов С. Е., Городничев В. А., Белов М. Л., Михайловская
М. Б. Моделирование двумерных полей атмосферных параметров
в задачах лазерного дистанционного зондирования.
Математическое моделирование и численные методы, 2015, №4
(8), c. 110-121

Источник: https://mmcm.bmstu.ru/articles/66/

Параметры загрузки:

IP: 216.73.216.58

13.03.2026 19:58:42



С.Е. Иванов, В.А. Городничев, М.Л. Белов, М.Б. Михайловская 

110 

УДК 551.521 

Моделирование двумерных полей  
атмосферных параметров в задачах  

лазерного дистанционного зондирования 

© С.Е. Иванов, В.А. Городничев, М.Л. Белов, М.Б. Михайловская 
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Рассмотрена задача моделирования двумерных полей аэрозольного коэффициента 
обратного рассеяния атмосферы и скорости атмосферного ветра, актуальная 
при математическом моделировании работы систем лазерного дистанционного 
зондирования атмосферы и систем лазерной локации. Для ветрового корреляцион-
ного лидара проведен выбор оптимальных параметров математического модели-
рования с точки зрения времени моделирования и соответствия статистических 
характеристик моделируемых полей атмосферных параметров заданным стати-
стическим характеристикам. Показано, что при малых размерах неоднородно-
стей атмосферы более эффективно использовать метод формирующего филь-
тра, а при больших — спектральный метод. 

Ключевые слова: лазерное дистанционное зондирование, моделирование, поля ат-
мосферных параметров.  

Введение. Создание систем лазерного дистанционного зондиро-
вания невозможно без всестороннего учета свойств принимаемых 
лазерных сигналов. Более того, успех как анализа, так и синтеза си-
стем в значительной мере определяется тем, насколько правильно 
построены модели сигналов и помех, регистрируемых приемником 
лазерной системы [1, 2].  

Наиболее сильное влияние на характер принимаемых лазерных 
сигналов оказывает земная атмосфера. Во многих задачах лазерного 
дистанционного зондирования атмосферы для математического мо-
делирования работы лазерных систем необходимо моделирование 
двумерных или трехмерных полей атмосферных параметров. Напри-
мер, в [3, 4] приведены алгоритмы и примеры моделирования дву-
мерных полей для лидарного зондирования атмосферы. Однако мно-
гие вопросы моделирования двумерных полей атмосферных парамет-
ров остаются не исследованными, в частности выбор оптимальных  
параметров моделирования [5]. С одной стороны, смоделированные 
поля должны соответствовать заданным статистическим характери-
стикам с необходимой точностью, с другой — время, затрачиваемое на 
их моделирование, должно быть минимально (поля атмосферных па-
раметров — только исходные данные, а основная задача — модели-
рование работы самих лазерных систем). Последнее требование (ми-
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нимальное время моделирования полей) обычно трудно реализовать, 
поскольку для моделирования работы лазерных систем дистанцион-
ного зондирования необходимо моделировать поля больших разме-
ров, временнýю эволюцию полей и большое количество реализаций 
этих полей.  

Для задачи лазерного зондирования атмосферы рассмотрим два 
наиболее распространенных метода моделирования двумерных полей 
атмосферных параметров: формирующего фильтра и канонического 
разложения в ряд Фурье (спектральный метод). Для ветрового корреля-
ционного лидара выбраны оптимальные параметры моделирования по-
лей с точки зрения времени моделирования и соответствия статистиче-
ских характеристик полей атмосферных параметров заданным стати-
стическим характеристикам. 

Метод канонического разложения в ряд Фурье. Пусть требу-
ется сформировать случайное поле атмосферного параметра   
(например, коэффициента обратного рассеяния атмосферы). Пред-
ставим дискретное случайное поле атмосферного параметра , p s  в 

виде двумерного ряда Фурье (индексы ,p s  определяют узлы про-
странственной двумерной сетки): 

 , , ,
0 0

cos sinp s k n k n
k n

k n k n
A p s B p s

T T T T

 

 

            
   

 ,  (1) 

где ,k nA  и ,k nB  — элементы матриц случайных коэффициентов, ис-

пользуемые при формировании случайных полей (считается, что эти 
коэффициенты распределены по нормальному закону и их средние 
значения равны нулю); T  — интервал, на котором задано поле ,p s , 

0,1,...,p T  и 0,1, ...,s T ;   — среднее значение атмосферного па-
раметра.  

Найдем из (1) пространственную корреляционную функцию ат-
мосферного параметра  : 
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Здесь  M  — математическое ожидание; 1,2 0,1,...,p T  и 1, 2s   

0,1,..., T ;  2
,k nM A ,  2

,k nM B  — дисперсии случайных независи-

мых коэффициентов ,k nA  и ,k nB .  
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Для простоты математического описания предположим, что поле 
атмосферного параметра   является однородным (корреляционная 
функция поля зависит только от разности координат точек наблюде-
ния). Чтобы смоделированное поле ,p s  было однородным, необхо-

димо полагать, что дисперсии случайных коэффициентов ,k nA  и ,k nB  

равны. При  2
,k nM A =  2 2

, ,k n k nM B    выражение для корреляцион-

ной функции поля можно записать в более простом виде: 

2
1 2 1 2 , 1 2 1 2

0 0

( , , , ) cos ( ) ( ) .k n
k n

k n
K p p s s p p s s

T T

 

 

      
 

  

Таким образом, корреляционная функция зависит лишь от разно-
сти аргументов 1 2p p p    и 1 2s s s   : 

 2
,

0 0

( , ) cosk n
k n

k n
K p s p s

T T

 

 

        
 

 .  (2) 

Выражение (2) совпадает с разложением корреляционной функ-
ции ( , )K p s   в двумерный ряд Фурье (с учетом четности корреля-
ционной функции). При этом аналитическое выражение для коэффи-
циентов ,k n  имеет вид  

 
/2 /2

2
, 2

/2 /2

4 2
( , ) cos ( )

T T

k n

T T

K x y kx ny dxdy
TT  

    
   ,  (3) 

где ( , )K x y  — заданная корреляционная функция атмосферного па-
раметра. 

Если интервал T  выбрать достаточно большим, то пределы инте-
грирования в (3) можно приближенно заменить на бесконечные:  

 2
, 2

4
,k n

k n
S

T TT

    
 

.  (4) 

Здесь ,
k n

S
T T
 
 
 

 — спектральная плотность мощности флуктуаций рас-

сматриваемого атмосферного параметра, 

  
2
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Вид корреляционной функции этого атмосферного параметра счита-
ется известным. Например, в работе [3] показано, что корреляционная 
функция флуктуаций поля аэрозольного коэффициента обратного рас-
сеяния атмосферы имеет вид 

 
2 2

2
2 2

( , ) expK
b c

  
       

 
,  (6) 

где   — среднеквадратическое отклонение (СКО) коэффициента об-
ратного рассеяния; b  и c  — пространственные радиусы корреляции 
флуктуаций по каждой из координат.  

Будем считать, что корреляционная функция рассматриваемого 
атмосферного параметра имеет вид (6). Кроме того, поле атмосфер-
ного параметра является изотропным ( ).b c  Тогда корреляционная 
функция (6) примет вид 

 
2

2
2

( ) exp ,
r

K r
b

 
    

 

2 2r     .  (7) 

Поскольку корреляционная функция изотропная, выражение (5) 
есть преобразование Ганкеля [6], и соотношение (4) можно предста-
вить в виде 

 2
, 0

0

4 ( )k n
t

K r J r rdr
T


    
  ,  (8) 

где  0J z  — функция Бесселя нулевого порядка.  

Подставляя в формулу (8) выражение (7) для корреляционной 
функции, получаем 

 
2 2 2 2

2 2
, 2 2

exp
4

k n
b k n

b
T T

  
      

.  (9) 

Выражение (9) дает возможность вычислить дисперсии случай-
ных коэффициентов для алгоритма (1) моделирования двумерного 
поля атмосферного параметра  . Для практической реализации этого 
алгоритма ограничим суммирование M членами: 

 , , ,
0 0

cos sin
M M
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После преобразований выражение (10) можно представить как 

    
, , ,, 0 0 0

1

1
cos sin

2n p n p n p

M

p s
n

b n n
A s B s A

T T
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где 
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B
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, , 0,
1

cos sin
2

k n k n n
k k

B p A p B
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; ,k nA , ,k nA , ,k nB , ,k nB  — 

случайные независимые коэффициенты, распределенные по нор-
мальному закону с нулевым средним значением и СКО  

 
2 2 2

, 2

1 ( )
exp

8
k n

k n b

T T

 
    

 
.  (12) 

Точность формирования дискретного случайного поля (соответ-
ствие статистических характеристик сформированного поля задан-
ным характеристикам), согласно алгоритму (11), зависит от двух 
параметров: количества членов ряда М и интервала Т, на котором 
задано поле.  

Метод формирующего фильтра. Согласно этому методу (см., 
например, [4, 7]), дискретное поле атмосферного параметра ,p s  

можно представить в виде 

 , ( , ) ( , )
N N

p s
k N n N

h k n u k p n s
 

             ,  (13) 

где N — порядок фильтра; ( ,  )h k n   — импульсная характеристика 

фильтра;  — шаг пространственной дискретизации поля атмосфер-
ного параметра (предполагается, что шаг дискретизации одинаков по 
двум осям); u(x, y) — формирующий шум с нормальным распределе-
нием, нулевым средним значением и единичной дисперсией.  

Импульсная характеристика фильтра определяется из выражения 

  2
1

( , ) ( , ) exp ( ) .h k n S x y i xk yn dxdy
 

 

      
     (14) 

Подставляя в соотношение (14) выражение (5) для спектральной 
плотности мощности  ,S x y  рассматриваемого атмосферного пара-

метра, получаем 
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Используя формулу (15), запишем выражение (13) в виде 
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2
1
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              

 
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В алгоритме (16) формирования двумерных полей атмосферных 
параметров точность формирования дискретного случайного поля 
зависит только от порядка фильтра N. 

Для моделирования работы ветрового корреляционного лидара 
интерес представляет математическое моделирование двумерных по-
лей аэрозольного коэффициента обратного рассеяния атмосферы и 
скорости атмосферного ветра. 

Математическое моделирование двумерных полей аэрозольного 
коэффициента обратного рассеяния атмосферы, скорости и направ-
ления атмосферного ветра проведены с использованием алгоритмов 
(11) и (16). Цель математического моделирования — выбор опти-
мального количества гармоник М (см. (11)) для спектрального мето-
да, оптимального порядка фильтра для метода формирующего филь-
тра (16) и сравнение этих методов применительно к задачам лазерно-
го корреляционного измерения скорости ветра. 

Для оценки качества моделирования двумерных полей коэффи-
циента обратного рассеяния атмосферы исследованы различия стати-
стических величин смоделированного поля и заданных статистиче-
ских характеристик.  

Корреляционная функция поля коэффициента обратного рассеяния 
атмосферы задана в виде (7). Рассмотрены две статистические характе-
ристики полей: СКО флуктуаций коэффициента обратного рассеяния и 
радиус корреляции флуктуаций (определяющий размер аэрозольных 
неоднородностей атмосферы). Размер моделированных полей составил 
1000 1000  отсчетов, шаг дискретизации поля  = 1 м (минимальный 
размер аэрозольных неоднородностей около 1 м [3]), СКО флуктуаций 
коэффициента обратного рассеяния  = 0,006  км 1 , радиус корреляции 
флуктуации — 6, 30 и 60 м. Для нахождения погрешностей статистиче-
ских характеристик смоделированных полей (по сравнению с заданны-
ми) использовали не менее 30 реализаций полей. Результаты моделиро-
вания представлены в табл. 1–3. 
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Таблица 1 

Результаты математического моделирования при радиусе корреляции  
флуктуаций коэффициента обратного рассеяния атмосферы 6 м 

Метод моде-
лирования Показатель   2( ) b  2( )b  t, c 

Спектраль-
ный  

Количество 
членов ряда 

2000 0,003 0,002 0,010 0,008 5553,4 
1000 0,004 0,003 0,014 0,009 920,2 
500 0,035 0,005 0,024 0,012 257,2 
350 0,138 0,005 0,202 0,011 131,0 
250 0,290 0,006 0,461 0,009 77,4 

Формиру-
ющего 
фильтра 

Порядок филь-
тра 

40 0,005 0,0034 0,013 0,009 32,9 
12 0,004 0,0034 0,012 0,009 9,0 
6 0,009 0,0045 0,120 0,011 5,6 
4 0,096 0,0038 0,364 0,010 4,2 

Таблица 2 

Результаты математического моделирования при радиусе корреляции 
флуктуаций коэффициента обратного рассеяния атмосферы 30 м 

Метод моде-
лирования Показатель   2( )  b  2( )b  t, c 

Спектраль-
ный  

Количество 
членов ряда

1000 0,020 0,015 0,057 0,040 1423,1 
500 0,021 0,017 0,048 0,036 338,5 
250 0,020 0,011 0,054 0,035 78,2 
150 0,025 0,019 0,049 0,036 28,7 
75 0,119 0,027 0,149 0,057 6,5 
45 0,341 0,034 0,595 0,062 2,3 

Формирую-
щего фильтра 

Порядок 
фильтра 

60 0,022 0,0162 0,043 0,044 69,9 
30 0,018 0,0159 0,099 0,059 35,5 
20 0,064 0,0168 0,298 0,053 23,4 
10 0,369 0,056 0,646 0,0435 11,8 

Таблица 3  

Результаты математического моделирования при радиусе корреляции  
флуктуаций коэффициента обратного рассеяния атмосферы 60 м 

Метод модели-
рования Показатель   2( ) b  2( )b  t, c 

Спектральный  Количество 
членов ряда

500 0,046 0,031 0,130 0,105 340,6 
250 0,050 0,038 0,108 0,078 79,3 
125 0,048 0,035 0,119 0,089 22,1 
50 0,064 0,045 0,120 0,093 3,2 

Формиую-
щего фильтра 

Порядок 
фильтра 

120 0,046 0,0387 0,124 0,082 160,8 
60 0,039 0,0265 0,138 0,091 64,2 
40 0,058 0,0386 0,316 0,120 46,7 
20 0,358 0,140 0,638 0,062 23,0 
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В табл. 1–3 в первых двух колонках приведены статистические 
характеристики (среднее значение   и СКО 2( ) ) отличия значе-
ния   смоделированного поля от заданного значения   (относитель-
ные величины отличий — модуль разности   смоделированного поля и 
заданного значения  , деленный на заданное значение  ); в третьей и 
четвертой колонках — статистические характеристики (среднее значе-
ние b  и СКО 2( )b ) отличия значения радиуса корреляции b  флук-
туаций (размера неоднородностей) смоделированного поля от заданного 
значения b  (показаны относительные величины отличий); в пятой ко-
лонке — время t, моделирования поля (моделирование проводилось на 
компьютере с процессором Semptron 2800+).  

Строки соответствуют спектральному методу (методу канониче-
ского разложения в ряд Фурье) и методу формирующего фильтра при 
разных значениях параметров, определяющих «качество» смодели-
рованного поля — количество членов ряда M для спектрального ме-
тода и порядок фильтра N для метода формирующего фильтра.  

Результаты математического моделирования в пределах каждой 
из таблиц показывают, что при увеличении порядка формирующего 
фильтра и количества членов ряда различия статистических характе-
ристик смоделированного и заданного полей уменьшаются. Сравне-
ние таблиц показывает влияние ограниченности моделируемых реа-
лизаций — при постоянном размере формируемого поля увеличение 
радиуса корреляции приводит к росту различий статистических ха-
рактеристик смоделированного и заданного полей.  

Результаты, приведенные в таблицах, позволяют выбрать опти-
мальные параметры моделирования полей для конкретной рассмат-
риваемой задачи с точки зрения времени моделирования и точности 
соответствия статистических характеристик полей заданным стати-
стическим характеристикам. 

Например, для задачи моделирования работы корреляционного 
лидара, предназначенного для измерения скорости атмосферного 
ветра, высокой точности соответствия статистических характеристик 
смоделированного поля заданным не требуется, поскольку статисти-
ческие характеристики поля коэффициента обратного рассеяния в 
земной атмосфере различны и необходимо рассматривать весь диапа-
зон характеристик. Для этой задачи точность воспроизведения стати-
стических характеристик полей на уровне 10…15 % представляется 
вполне достаточной.  

При задании такого уровня точности необходимый порядок N  
формирующего фильтра  

 ,
b

N     
 (17) 

где [.]  — целая часть числа; b  — значение радиуса флуктуаций 
(размера неоднородностей) поля коэффициента обратного рассеяния; 
 — шаг пространственной дискретизации поля. 



С.Е. Иванов, В.А. Городничев, М.Л. Белов, М.Б. Михайловская 

118 

Для спектрального метода количество членов ряда 

 
4

,
T

M
b

    
 (18) 

где Т — размер формируемого поля. Время, затрачиваемое на моде-
лирование поля двумя рассмотренными методами при выполнении 
соотношений (17) и (18), зависит от размера неоднородностей (для 
заданного размера поля). С точки зрения времени моделирования 
(при одинаковом шаге пространственной дискретизации ) при ма-
лых размерах неоднородностей (6 м) более эффективно использовать 
метод формирующего фильтра, а при больших размерах неоднород-
ностей (60 м) — метод канонического разложения в ряд Фурье (спек-
тральный метод).  

В качестве примера моделирования полей атмосферных парамет-
ров на рис. 1 и 2 приведены смоделированные поля аэрозольного ко-
эффициента обратного рассеяния в земной атмосфере (рис. 1 — с 
двумя вариантами размера аэрозольных неоднородностей) и атмо-
сферного ветра (рис. 2 — с двумя вариантами размера атмосферных 
вихрей). 

Рис. 1. Результат моделирования поля аэрозольного коэффициента 
обратного рассеяния: 

 а — b = 6 м; б — b = 60 м 

При малых размерах аэрозольных неоднородностей (6 м) и ат-
мосферных вихрей (3 м) для моделирования полей использован  
метод формирующего фильтра. В случае больших размеров аэро-
зольных неоднородностей (60 м) и атмосферных вихрей (100 м) 
применен спектральный метод. Во всех случаях порядок N форми-
рующего фильтра и количество M  членов ряда выбирали в соот-
ветствии с соотношениями (17), (18). 
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Рис. 2. Результаты моделирования поля атмосферного ветра: 
 а — размер вихрей 3 м; б — размер вихрей 100 м 

Заключение. Рассмотрена задача моделирования двумерных по-
лей атмосферных параметров для задачи лазерного зондирования  
атмосферы. Для ветрового корреляционного лидара выбраны опти-
мальные параметры моделирования с точки зрения времени модели-
рования и соответствия статистических характеристик полей атмо-
сферных параметров заданным статистическим характеристикам. 
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Simulation of atmospheric parameters of two-dimensional 
fields in problems of laser  remote sensing 

© S.E. Ivanov, V.A. Gorodnichev, M.L. Belov, M.B. Mikhaylovskaya 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

The objective of this research is to examine the problem of simulating two-dimensional 
fields of atmospheric backscattering aerosol coefficient and speed of atmospheric wind. 
The problem is essential for mathematical simulation of laser remote sensing systems and 
laser location systems. For wind correlation lidar we selected optimal simulation param-
eters with regard to simulation time and conformity of atmospheric field parameters and 
their statistical characteristics with set-up statistical characteristics. The findings of the 
research illustrate that for small sized atmospheric irregularities it is more effective to 
use the forming filter method, but for large sized atmospheric irregularities the spectral 
method is the most effective simulation method. 

Keywords: laser remote sensing, simulation, fields of atmospheric parameters. 
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