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Изучаемая здесь  проблема представляет практический интерес для ряда инженер-

ных направлений при проектировании узлов и конструкций в машиностроении, энер-

гетике, электронике, авиационной и космической технике и т. д. Получено аналити-

ческое решение сопряженной задачи нестационарной теплопроводности и термо-

механики  для составного диска с отверстием при быстром начальном нагреве.  

Исследована термическая реакция составного диска с внутренним круговым отвер-

стием. С помощью разработанной модели возможно рассчитывать температурное 

нестационарное поле и термические напряжения в тонких составных дисках. Уста-

новлены закономерности термоупругих напряжений при нагреве поверхности выре-

за по принципу «сосредоточенной емкости». 

 

Ключевые слова: нестационарная теплопроводность, термические напряжения, 

составные диски, преобразование Лапласа 

  

Введение. В современных технологиях особое внимание уделя-

ется конструкциям и оболочкам из композиционных материалов с 

высокими показателями механических свойств (упругость, твердость, 

прочность) [1-8]. Такие материалы используются в качестве тепло-

изоляционных и огнестойких конструкций в строительном оборудо-

вании, металлургии, а также в качестве высокотемпературных элек-

троизоляторов в электротехнике. 

Изучаемая здесь  проблема представляет практический интерес 

также для ряда инженерных направлений при проектировании узлов 

и конструкций в машиностроении, энергетике, электронике, авиаци-

онной и космической технике и т. д. [1-8]. 
Постановка задачи нестационарной теплопроводности для 

составного диска. В цилиндрической систем координат ,  ,  zr   

рассматривается тонкий круговой диск радиусом 0R , который состо-

ит из двух круговых частей: R r R−    и 0R r R  ,а также имеет 

внутреннее отверстие: 0 r R   − , причем полагается, что 

0R R  . Толщина диска по z полагается очень малой по сравне-

нию с R .  Первая часть диска R r R−    называется «крышкой», а 

вторая часть 0R r R   ― называется «основным диском». В каче-

стве примера, «крышка» ― может быть тонкой металлической обо-
лочкой шириной  , а основной диск ― полимерным материалом. 
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Рассмотрим задачу нестационарной теплопроводности для такого 

составного диска при следующих допущениях: 1) пренебрегаем тем-

пературным перепадом по толщине диска по z , так что температура 

является только все функцией от радиуса r  и времени t ; 2) в силу 

0R R  внешняя поверхность диска устремляется в бесконечность и 

основной диск можно считать полубесконечным R r  + ; 3) все 

теплофизические константы материалов крышки и основного диска 

считаются постоянными. 

Граничные условия в задаче: крышка считается теплоизолиро-

ванной изнутри при r R = − , на удаленной внешней поверхности 

основного диска ставиться условие ограниченности температуры, на 

границе контакта крышки и основного диска при r R=  ставится 

условие идеального теплового контакта. 

Начальные температуры основного диска и крышки равны соот-

ветственно нулю 1 0T =  и 
0

2 2 0T T const= = , здесь и далее T  это пе-

репад температур 0T  = −  между текущим значением   и некото-

рым ее начальным стандартным значением 0 .  

Математическая модель нестационарной теплопроводности для 

составного диска при описанных допущениях имеет вид: 
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T r t T r t
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= + = −

 
=

 
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 2 ( , )
0

r R

T r t

r = −


=


, 0t  , (5) 

 1( , )  T r t    + , r R , 0t  , (6) 

где все постоянные общеизвестны [7,9]: i  ― коэффициенты тепло-

проводности, ia  ― коэффициенты температуропроводности.  

Метод решения задачи нестационарной теплопроводности. 

Постановка задачи теплопроводности (1)-(6) допускает реализацию 

идеи «сосредоточенной емкости», описанной в [7,8]. Идея состоит в 
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том, что среднеинтегральная температура крышки равна температуре 

на ее границе: 

 
2

2 12 2
0

1
( , ) ( 0, )

( )

R

R

rT r t d dr T R t
R R






  −

= + 
 − − 

. (7) 

Полагая здесь 0t =  и учитывая начальное условие (2), получаем 

важное соотношение   

 
0

1 0 2( 0, ) |tT R t T=+ = . (8) 

Введем безразмерные переменные 

 

21 2 1 1 2
02

1

0

2

( / )( / )
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/

( , )
( , ) .

a t a ar

R R R

T r t
W
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 
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
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= = =

=
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Тогда задача теплопроводности (1) – (6) в этих безразмерных пе-

ременных принимает следующий вид: 

 
2( , ) 1

2

W W W 

  

  
= +

 
, 1  , 0  , (10) 

 
0

0, 1,( , )

1, 1,

W



 

 =


= 

 =
 (11) 

 2

0

1 1

( , ) ( , )W W

 

   


 = =

 
=

 
, 0  , (12) 

 ( , )W    + , 1  , 0  . (13) 

Заметим, что задача (10)-(13) не относится к числу классических 

для уравнения параболического типа [9]. Для решения этой задачи 

(10)-(13) используем преобразование Лапласа. Введем для темпера-

туры изображение по Лапласу: 

 
0

( , ) ( , )exp( )W p W р d    


= − . (14) 

Тогда решение задачи (10)-(13) в изображениях имеет вид 

 0

2

0 1 0

( )
( , )

( ) ( )

K p
W p

p K p pK p





=

 +
 

, (15) 

где 0 ( )K z  и 1( )K z  ― модифицированные функции Бесселя.  
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Оригинал для изображения (15) находим с помощью интеграла 

Римана – Меллина, содержащего точку ветвления. Опуская громозд-

кие выкладки, получаем:     

 

( ) ( )

2
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0 1 0
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( , ) ,
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 








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+
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= −



 (16) 

где ( )J z  и ( )Y z  ― функции Бесселя и Вебера соответственно. Из 

(16) вытекает необходимое для дальнейших рассуждений выражение 

для безразмерной температуры: 

 

22

0

2 2 2

0

4
(1, )

( ) ( )

ye
W y dy

y A y B y
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 −

=
 + 

 . (17) 

Постановка задачи термомеханики для составного диска. При 

постановке задачи термомеханики по расчету температурных напря-

жений в диске необходимо учесть, что разность температур 
0

2 1( , )T T R t−  приводит к появлению в оболочке R r R−    напря-

жения растяжения: 

 ( )0

н 2т 2 2 1( , )Е T T R t = − , (18) 

где 2т , 2Е  ― соответственно коэффициент линейного теплового 

расширения и модуль Юнга материала крышки.  

Задачу термомеханики сформулируем в системе координат  

),(   в переменных [7,9] для следующих безразмерных величин: 
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где ( , )r r r t  и ( , )r t  ― напряжения в цилиндрических координа-

тах, ( , )ru r t  ― радиальное перемещение, 1  ― коэффициент Пуассо-
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на, 1G  ― модуль сдвига, 1E ― модуль Юнга, 1 1 1/c E =  ― скорость 

распространения волны расширения в упругой среде (величина, 

близкая к скорости звука), 1  ― плотность, 1Т  ― коэффициент ли-

нейного теплового расширения материала основного диска.  

В безразмерных переменных динамическая задача термомехани-

ки имеет вид: 

 
2 2

2 2 2 2
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где 

 

( )2
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2 2 2
0 1

1 1
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T

W

E

E

   
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 


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Проанализируем постановку задачи (19)-(22). Эта задача является 

динамической, что отражено в (19) наличием инерционного члена   

[9-11]. В то же время для ряда конструкционных материалов (поли-

меры органические и неорганические, металлы, керамика и др.) ве-

личина ( )17 14

2

1
~ 10 –10



− − , и в уравнения (19) можно пренебречь вли-

янием ускорений  

 
2

2 2

1 1 ( , )U U W
U

 

    
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+ − =
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, 1  , 0   (25) 

и рассматривать квазистатическую задачу (20)-(24). 

 Решение квазистатической постановки задачи  (20)-(24) в про-

странстве изображений по Лапласу: 

 
0

( , ) ( , )exp( )U p U р d    


= −  (26) 

имеет вид: 
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Искомые компоненты  тензора напряжения в основном диске  
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в пространстве изображений есть выражения вида 
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Оригиналы искомых величин, как и для температуры находятся 

путем вычисления контурных интегралов Римана – Меллина: 

 
( )

( )

( )
( )

2

2

2

0

2 2

0

2

1

2 2 22 2

0

( , ) ( ) ( )1
1

1 ( ) ( )

4 1
1 (1, ) ,

( ) ( )

y

y

C y y D y
e dy

y A y B y

e
dy W

y A y B y

  



   

 




  



−

 −

 + 
=  − −

− +

−
− − −

+





 (31) 

где обозначено  
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Результаты численных расчетов. На рис. 1–3 приведены изме-

нения со временем величин (16), (30) и (32) на поверхности отверстия 
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1 =  и во внутренних сечениях диска 1,5 =  и 2 = . Значения па-

раметров 0 5а =  и 1 1 = , соответствуют упругим и теплофизическим 

характеристикам стеклопластика ( r R ) и железа ( R r R−   ).  

Как следует из приведенного численного эксперимента, наиболее 

чувствительной областью являются приповерхностные слои отвер-

стия. В них возникают кратковременные растягивающие радиальные 

напряжения и кратковременные сжимающие тангенциальные напря-

жения. Что касается поверхности отверстия, то здесь картина суще-

ственно меняется. На поверхности выреза возникают сжимающие 

радиальные и растягивающие тангенциальные напряжения. Послед-

ние являются наиболее опасными для материала диска, если они пре-

восходят предел прочности. Впрочем, сжимающие напряжения также 

могут вызвать разрушение, если они превосходят предел прочности 

на сжатие. Однако, предел прочности на сжатие обычно значительно 

превосходит предел прочности на растяжение, и, по-видимому, 

наиболее разрушительными являются тангенциальные напряжения. 

Таким образом, полученные кривые наглядно отражают термиче-

скую реакцию рассмотренной системы в рамках нагрева тепловой 

модели (1)-(6), которая сводится к (9)-(12) с учетом выполнения 

условия «сосредоточенной емкости» в системе. 
 

 
Рис. 1. Изменение безразмерной температуры во времени для трех различных  

координат    диска 
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Рис. 2. Изменение радиальных напряжений со временем в диске 

 

 
Рис. 3. Изменение тангенциальных напряжений со временем в диске 
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начальном нагреве. Решение получено с использованием преобразо-

вания Лапласа и обратного преобразования Лапласа-Меллина.  
Приведен пример численной реализации полученного решения 

для случая стеклопластикового диска со стальной крышкой при 
начальном нагреве. Показано, что полученное решение позволяет 
вычислять наиболее опасные растягивающие напряжения в состав-
ных конструкциях. 
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Modeling thermal stresses in a composite disk under 

impulse transient heating 
 

© A.A. Valishin, E.M. Kartashov 

 
Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

 

The problem studied here is of practical interest for a number of engineering fields, in-

cluding the design of components and structures in mechanical engineering, power engi-

neering, electronics, aviation and space technology, and other fields. An analytical solu-

tion is obtained for the coupled problem of transient heat conduction and thermomechan-

ics for a composite disk with a hole during rapid initial heating. The thermal response of 

a composite disk with an internal circular hole is studied. Using the developed model, it 

is possible to calculate the transient temperature field and thermal stresses in thin com-

posite disks. Patterns of thermoelastic stresses during heating of the cutout surface are 

established using the «concentrated capacitance» principle. 

 

Keywords: transient heat conduction, thermal stresses, composite disks, Laplace trans-

form 
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