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Разработанный метод расчета сверхзвукового течения внутри осесимметричного 
канала учитывает образование отраженных от стенок канала волн и их влияние 
на течение внутри канала. Благодаря этому удается прогнозировать не только 
аэродинамические свойства аэродинамической формы в зависимости от ее ме-
стоположения в канале, но и воздействие находящейся в этом канале аэродинами-
ческой формы на стенки такого канала. 

Ключевые слова: сверхзвуковое течение, осесимметричный канал, аэродинамиче-
ская форма.  

 
Введение. Во многих технических устройствах реализуется сверх-

звуковое течение в осесимметричном канале. Это течение в расши-
ряющейся части сопла или в рабочей части сверхзвуковой аэродина-
мической трубы. При предположении о сверхзвуковом характере 
потока вдоль оси канала на основе модели невязкого газа разработан 
метод расчета течения внутри осесимметричного канала [1]. Данный 
метод является адаптацией метода расчета внешнего обтекания ракет 
[2, 3]. В работе приведено описание метода расчета течения в канале  
с расположением в потоке тонких аэродинамических поверхностей. 

Метод расчета течения в канале. Течение внутри канала пред-
полагается сверхзвуковым вдоль оси. Следовательно, система урав-
нений Эйлера является гиперболической относительно пространст-
венной координаты, а решение может быть получено посредством 
пошагового интегрирования по координате x. Система уравнений 
Эйлера в цилиндрической системе координат имеет вид 
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 p — давление;  — плотность;  , ,u v w  — составляющие вектора 

скорости соответственно в направлениях  , , .x r   Ось x в цилиндри-

ческой системе координат совпадает с осью канала и одновременно 
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является направлением сверхзвукового течения. Система (1) пред-
ставляет собой законы сохранения массы и импульса в проекциях на 
оси координат. Уравнение энергии в стационарном случае представ-
ляет собой интеграл Бернулли и для совершенного газа с показателем 
адиабаты  имеет вид 

2 2 2

const.
1 2

p u v w  
 

  
                            (2) 

Так как канал осесимметричный, его геометрия описывается за-
висимостью ( ).r R x  Перейдем к новым независимым переменным: 

;x x  ;
r

R
  .                                        (3) 

Преобразование (3) нормирует расчетную область в радиальном 
направлении. Система (1) в новых переменных имеет вид 
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  нижний индекс х означает производ-

ную функции по x. 
Опишем построение расчетной сетки в случае расчета течения  

в канале с крестообразным оперением. Для выделения оперения не-
обходимо построить четыре области (рис. 1). Количество секторов по 
углу определяется количеством плоскостей, в которых расположено 
оперение. Например, если рассматривается трехконсольное оперение, 
то выбираются три сектора. Оперение расположено в плоскостях меж-
ду областями. В каждой из областей применяется преобразование (3). 
Функции f1, f2, g во всех областях имеют одинаковые значения. 

 

Рис. 1. Расчетная сетка 
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Уравнения (4) могут быть проинтегрированы по переменной x,  
в результате определяется консервативная переменная E, по компо-
нентам которой, с учетом (2) и предположения о сверхзвуковом  
характере течения, могут быть найдены физические переменные , u, 
v, w, p. Для интегрирования системы (4) применяют схему Маккор-
мака. Шаг интегрирования по координате x выбирают из условия ус-
тойчивости. 

Рассмотрим граничные условия. В предложенном разбиении об-
ласти расчета есть три типа границ (см.  рис. 1): 1 — соответствую-
щая поверхности канала; 2 — соответствующая оси канала; 3 — гра-
ница между соседними областями. 

На границе 1 должно быть выполнено условие непротекания. Ис-
пользуемая схема удовлетворения данного условия приведена в [3]. 
Кратко схема выглядит следующим образом. После вычисления по 
разностным формулам находят значения физических переменных на 
новом слое по x. Полученное значение вектора скорости V  не удов-
летворяет условию непротекания, V  должен быть повернут на угол 

 arcsin /  V n V , где n  — нормаль к поверхности тела. Если 0,   

то при повороте вектора скорости происходит расширение потока, 
если 0   — сжатие. При повороте V  на малый угол  давление 
изменяется в соответствии с известным выражением. Плотность на-
ходят в предположении сохранения энтропии вдоль поверхности,  
а величину вектора скорости определяют из интеграла Бернулли (2). 

На границе 2, размещенной на оси канала, расчетная сетка имеет 
особенность. Расчетная сетка в каждой области имеет по радиусу N 
узлов, а по  — M узлов, оси канала соответствуют узлы со значением 
индекса n = 1. Все Mk узлов (k — число областей) при n = 1 совпада-
ют. Значения газодинамических функций в этом случае получаются 
как среднее арифметическое значений газодинамических функций при 
n = 2 всех областей (при вычислении среднего арифметического учи-
тывается направление вектора скорости). 

На границах 3 может быть расположено оперение. Именно с це-
лью возможности расположения оперения на данных границах пред-
ложено рассматриваемое разбиение расчетной области. Предполагает-
ся, что толщина крыльев мала, они слабо отклонены от азимутальных 
плоскостей, их кромки острые. При выполнении этих условий приме-
нимо приближение тонкого крыла, согласно которому граничное ус-
ловие непротекания, включающее в себя только направляющие коси-
нусы поверхности крыла, но не координаты этой поверхности, 
задается не на истинной поверхности крыла, а на близкой к ней ази-
мутальной плоскости. Точные граничные условия на консоли заме-
няются приближенными, которые получаются в пределе при стрем-
лении к нулю толщины консоли. Граничные условия могут быть 
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построены с учетом профиля, поворота консоли в целом и вращения 
по крену [2]. На границе типа 3 расчетные узлы могут быть либо 
внутренними (и тогда должны быть поставлены условия непрерыв-
ности течения между областями), либо узлами, принадлежащими по-
верхности оперения. В последнем случае граничным условием слу-
жит условие непротекания. Для удовлетворения данных граничных 
условий на общей границе для каждой области вводят два дополни-
тельных луча. Схема удовлетворения граничных условий выполняет-
ся после перехода на следующий слой по х и строится следующим 
образом: 

1) если граничный узел внутренний, то условие непрерывности 
реализуется путем замены значений газодинамических функций на 
двух крайних лучах области значениями данных функций на этих же 
лучах (в физическом пространстве), но из другой соседней области, 
которые являются внутренними для нее. Пусть [m − 2] — номер луча, 
например, в области 1, соответствующей границе рассматриваемого 
типа. Данная граница соответствует лучу 3 в области 2. Тогда лучи  
[m − 1], [m] (дополнительные лучи) из области 1 соответствуют лучам 
[4], [5] из области 2, а лучи [1], [2] из области 2 соответствуют лучам 
[m − 4], [m − 3] из области 1. Условие непрерывности течения реали-

зуется по формулам: 1 2 1 2 2 1 2 1
1 4 5 1 4 2 3; ; ; .m m m mU U U U U U U U      Здесь 

1 2,i iU U  — газодинамические функции соответственно в первой  

и второй областях на i-м луче. Данный способ позволяет сделать шаг 
в каждой области независимо, а после выполнения шага интегриро-
вания производится обмен информацией; 

2) если граничный узел принадлежит поверхности крыла: когда 
крыло не изогнуто, проекция от нормали к поверхности крыла на ось 
r равна нулю. Тогда нормаль к поверхности крыла с симметричным 
профилем (профиль характеризуется углом наклона к срединной ли-
нии ) и отклоненную на угол  можно записать в виде: 

на подветренной стороне (область 1): sin ( ) cos ( ) ;x    n e e  

на наветренной стороне (область 2): sin ( ) cos ( ) .x       n e e  

После определения нормали к поверхности крыла удовлетворе-
ние граничных условий происходит так же, как и на поверхности ка-
нала. При этом используются и корректируются значения газодина-
мических функций на [m − 2]-м луче для области 1 (в терминах, 
приведенных выше). Затем корректируются значения функций на лу-

чах [m] и [m − 1] по формулам: 1 1 1 1
2 1 2; .m m m mU U U U    Такая замена 

газодинамических функций на «мнимых» лучах имитирует плоский 
поток газа, одинаково направленный с потоком на соответствующей 
поверхности крыла. 
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В результате разработан достаточно простой метод расчета 
сверхзвукового течения внутри осесимметричного канала с учетом 
расположения в потоке тонкого оперения. Метод основан на по-
строении многообластной осесимметричной сетки и линеаризации 
граничных условий на поверхности оперения. 

Течение в канале без оперения. В качестве теста были проведе-
ны расчеты течения в коническом сопле, результаты сравнивались  
с приближением одномерной тео-
рии течения газа. При условии за-
дания в начальном сечении про-
филя скорости таковым, что в 
каждой точке вектор скорости на-
правлен вдоль лучей из центра ко-
нического сопла, течение в каж-
дом сечении остается близким к 
однородному, а распределение га-
зодинамических параметров вдоль 
оси сопла соответствует одномер-
ной теории. На рис. 2 приведено 
сравнение давления по оси конического сопла: 1 — кривая соответст-
вует одномерной теории, 2 — в начальном сечении задается поток, 
параллельный оси сопла, маркеры 3 — в начальном сечении в соот-
ветствии с конической симметрией. В начальном сечении число Маха 
М = 3. Видно, что в случае 2 течение не согласуется с одномерной 
теорией, так как при таком задании начальных условий поток стано-
вится в сопле существенно двумерным (рис. 3). 

 

Рис. 3. Течение в коническом сопле 
в виде распределения давления 

 
На рис. 4 приведен пример расчета течения в канале конус + ци-

линдр, что моделирует течение за срезом конического сопла ракеты, 
движущейся в цилиндрическом канале (контейнере).  

 

Рис. 2. Распределение давления на оси 
конического канала 
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Рис. 4. Течение в канале конус + цилиндр 
 
В начальном сечении, соответствующем точке перехода конуса  

в цилиндр М = 3, вектор скорости направлен вдоль лучей из центра 
конического сопла с углом полураствора  = 10o. Далее канал стано-
вится цилиндрическим, при этом от точки излома образуется волна 
сжатия. В канале, состоящем из расширяющегося сопла и длинного 
цилиндра, в цилиндрической части образуется «периодическое» те-
чение из зон сжатия и разрежения, ограниченных ударными волнами. 
На рис. 4 представлено распределение давления в сечении, проходя-
щем через ось канала (течение направлено слева направо, в качестве 
характерного значения — давление в начальном сечении). Отноше-
ние длины рассматриваемой части канала к диаметру начального се-
чения L/d = 6. Кружками обозначены начала зон повышенного дав-
ления. 

Течение в канале с аэродинамическими поверхностями. На 
рис. 5 приведено течение в цилиндрическом канале при расположе-
нии в нем одной консоли около стенки канала (течение направлено 
справа налево).  

 

Рис. 5. Течение в цилиндрическом канале 
с одной консолью на стенке 
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Течение визуализируется выделением пространственных зон по-
ниженного по уровню 0,9 (темным цветом) и повышенного по уров-
ню 1,1 (более светлым цветом) давлений, генерируемых прямоуголь-
ной консолью, отклоненной на угол 1о. Размеры консоли: хорда  
b = 0,5R, размах одной консоли a = 0,5R, где R — радиус канала. Пе-
редняя кромка консоли расположена в начальном сечении канала. На 
рисунке консоль расположена между двумя выделенными зонами.  
В следе за консолью в двух сечениях приведены изолинии. Расчет 
выполнен при числе Маха в начальном сечении М = 3. Наветренная  
и подветренная стороны консоли генерируют соответственно волны 
сжатия и разрежения. За задней кромкой два данных потока взаимо-
действуют, что приводит к образованию зоны разрежения за волной 
сжатия и зоны сжатия за волной разрежения. Волны по длине канала 
развиваются в виде спирали. Увеличение числа М приводит к увели-
чению длины, на которой спираль делает половину оборота.  

На рис. 6 представлено течение при наличии в канале двух кон-
солей, отклоненных в разные стороны — для создания момента по 
крену. На начальном участке канала течение можно представить  
в виде суперпозиции двух течений с одной консолью. Образуется те-
чение, обладающее свойствами симметрии. Несмотря на создание зон 
повышенного и пониженного давления на стенки канала, суммарная 
сила, действующая на канал в целом, равна нулю. 

 

Рис. 6. Течение при наличии двух консолей 
 
На рис. 7 приведены результаты расчета коэффициента подъемной 

силы консоли Cn (при отклонении её на 1о) в цилиндрическом канале. 
За характерную площадь принята площадь двух консолей, за скорост-
ной напор – скоростной напор в начальном сечении. На рис. 7, а при-
ведено изменение подъемной силы консоли при изменении размаха 
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консоли a; рассматривается консоль с размером хорды b, равным ра-
диусу канала, установленная на границе канала. Линейная теория дает 

оценку величины подъемной силы в виде 
2

4

M 1
Cn





 (кривая 1) 

или уточнение [4] в виде 
2 2

4 1
1

M 1 2 M 1
Cn

 
  

    
 (кривая 3), 

где  — угол атаки; M — число Маха; 
2L

S
   — удлинение крыла; L, 

S — размах и площадь двух консолей. Результаты расчетов представ-
лены кривой 2. Уточнение позволяет учесть отрыв потока от кромок, 
однако при малых углах атаки дает заниженную оценку. 

На рис. 7, б приведено значение Cn в зависимости от числа Маха М. 
Размеры консоли a = 0,5, b = 0,5. Результаты расчетов можно ап-

проксимировать зависимостью 
2 2

4 1
1

M 1 4 M 1
Cn

 
  

    
, что яв-

ляется средним арифметическим между линейной теорией и уточне-
нием [4]. 

 

Рис. 7. Аэродинамические свойства консоли 
 
При изменении наклона образующей канала по продольной коор-

динате в канале образуются волны сжатия и разрежения. Если произ-
водная растет, то образуется волна разрежения, если уменьшается — 
волна сжатия. Это свойство имеет место локально — около стенки 
канала. В целом течение в канале определяется площадью попереч-
ного сечения. В реальных конструкциях аэродинамические поверхно-
сти устанавливают либо непосредственно в сопле в расширяющейся 
части, либо непосредственно за соплом, следовательно, представляет 
интерес течение именно в местах резкого изменения формы обра-
зующей — в местах существенно двумерного течения. На рис. 8 при-
ведено изменение Cn в зависимости от угла  наклона образующей 
канала. Передняя кромка расположена в начальном сечении S (М = 3). 
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Размеры консоли a = 0,5, b = 0,5. 
Одна из крайних точек передней 
кромки расположена на границе ка-
нала. Кривая 1 соответствует поло-
жению, когда до сечения S канал 
расширяется с углом наклона ,  
а после становится цилиндрическим; 
кривая 2 — положению, когда до се-
чения S канал цилиндрический,  
а после расширяется с углом накло-
на , кривая 3 соответствует каналу 
с постоянным углом наклона  — до и после сечения S. Величина Cn 
падает в условиях расширения потока и растет при его сжатии. В ка-
нале переменного сечения крыло попадает в неоднородный поток, 
что необходимо учитывать при оценке его аэродинамических 
свойств.  

Влияние отклонения консолей на канал. При отклонении кон-
солей в одну сторону — для создания момента по тангажу — сум-
марная сила, действующая на канал, не будет равна нулю, а именно: 
будет создаваться периодическая сила в направлении Y. На рис. 9 
представлено течение (М = 3) в цилиндрическом канале при откло-
нении двух консолей в одну сторону в виде зон повышенного и по-
ниженного давления. 

 

Рис. 9. Поле течения при отклонении консолей в одну сторону 
 
При внешнем обтекании крыла, установленном на корпусе раке-

ты, введено понятие коэффициента интерференции: это отношение 

 

Рис. 8. Аэродинамическая характе-
ристика консоли в местах изменения 

наклона образующей 
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подъемной силы, реализуемой на корпусе из-за скоса потока от кры-
ла на корпус, к силе, созданной на крыле. Данное понятие может 
быть распространено и на рассматриваемую задачу. На рис. 10 при-
веден коэффициент интерференции в зависимости от длины цилинд-
рического канала (в радиусах канала) при различных числах Маха. 
Размеры консоли: размах a = 0,5R, хорда b = 0,5R. Передняя кромка 
консоли расположена в сечении X = 0. Максимальная сила, создавае-
мая на стенках канала, в 2 и более раз превышает силу, создаваемую 
на консолях. Коэффициент интерференции растет с увеличением 
числа Маха. После образования максимального воздействия суммар-
ная сила, действующая на канал, уменьшается практически до нуля, 
затем опять растет. Сила по длине канала имеет выраженный перио-
дический характер. Длина канала, на котором образуется максималь-
ная сила, а затем сила уменьшается, увеличивается с числом Маха и 
составляет от 6 радиусов канала при числе Маха М = 2 до 20 радиу-
сов канала при М = 6. На одной половине длины волны создается си-
ла в одном направлении,  на другой половине — в другом. 

 

Рис. 10. Влияние отклонения консолей на канал 
 
Воздействие на канал определяется не только числом Маха, но  

и размерами хорды и размаха консоли (относительно диаметра кана-
ла). По результатам расчетов, хорда влияет на форму первой волны  
и максимальное значение интерференции, а размах — на форму воз-
действия. 

Заключение. Разработан метод расчета сверхзвукового течения 
внутри осесимметричного канала с учетом возможности расположе-
ния в потоке тонких аэродинамических поверхностей. Метод основан 
на построении многообластной осесимметричной сетки и линеариза-
ции граничных условий на аэродинамических поверхностях. Тести-
рование метода показало хорошее соответствие известным экспери-
ментальным данным. Метод учитывает геометрию задачи и влияние 
отраженных волн от стенок канала на течение внутри канала, что по-
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зволяет прогнозировать аэродинамические свойства аэродинамиче-
ской формы в зависимости от ее местоположения в канале, а также 
воздействие формы, находящейся в канале, на стенки канала. 
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Supersonic flow in axisymmetric channel 
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The supersonic flows are implemented in an axisymmetric channel in many technical de-
vices. These flows are in an expanding part of the nozzle or in the working part of super-
sonic wind tunnel. The method of supersonic flow calculation in an axisymmetric channel 
is developed. The method is based on the construction of multi-block axisymmetric grid 
and linearization of boundary conditions on the aerodynamic surfaces. Testing the meth-
od has showed good agreement with known experimental data. The method allows pre-
dicting the aerodynamic properties of the aerodynamic form, depending on its location in 
the channel, as well as the effect of the aerodynamic form on the channel walls in the 
channel. 
 
Key words: supersonic flow, axisymmetric channel. 
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