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В данной работе представлена валидационная задача моделирования теплообмена 

на поверхности цилиндрически – конического тела при наличии зоны отрывного те-

чения вследствие взаимодействия ударной волны с турбулентным пограничным сло-

ем. Основной вычислительной сложностью рассматриваемой задачи является по-

дробное разрешение турбулентного течения в пристеночной области с целью даль-

нейшего воспроизведения экспериментальных распределений поверхностных харак-

теристик давления и теплового потока. В решаемой задаче имеет место наличие 

отрывной зоны, представляющей собой область возвратного течения, оказываю-

щей существенное влияние на структуру пристеночного потока. 
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Введение. С наступлением середины прошлого столетия эффек-

тивному развитию фундаментального понимания высокоскоростных 

течений, способствовала разработка сверхзвуковых эксперименталь-

ных установок нового поколения [1]. Проводимые в то время экспе-

риментальные исследования были направлены на выявление эффек-

тов, возникающих в высокоскоростных течениях при наличии слож-

ных ударно-волновых структур. Особое внимание в этих работах 

уделялось процессам взаимодействия ударных волн с пограничным 

слоем, как в ламинарных [2], так и в турбулентных течениях [3-4]. 

Основной целью серии экспериментальных исследований, про-

водимых в центре исследований аэронавтики CUBRC [4] на установ-

ке LENS XX, являлось создание валидационного базиса, используе-

мого для подтверждения в задачах высокоскоростного моделирова-

ния возможностей компьютерных кодов вычислительной аэротермо-

динамики. Результатом проведённых экспериментальных исследова-

ний было получение данных по поверхностным распределениям дав-

ления и теплового потока при турбулентном обтекании высокоско-

ростным потоком тел вращения с коническим углом сжатия. 

В данной работе рассматриваемая валидационная задача высоко-

скоростного моделирования о взаимодействии ударной волны с по-

граничным слоем при турбулентном обтекании воздушным потоком 

цилиндрически – конического тела численно решается в трёхмерной 
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постановке. Основной целью данного исследования является воспро-

изведение экспериментальных данных по распределениям поверх-

ностных характеристик давления и теплового потока. 

Математическая постановка задачи. Моделирование высокоско-

ростного обтекания турбулентным потоком цилиндрически–

конического тела проводилось с использованием компьютерного ко-

да ГРАТ [5-8], численно решающего трехмерную нестационарную 

систему уравнений движения вязкого теплопроводного газа, допол-

ненную двухпараметрической RANS моделью турбулентности Мен-

тера k   SST [9]. Система уравнений Навье – Стокса, выражающая 

законы сохранения массы, импульсов и полной энергии, записывает-

ся в следующем виде (здесь и далее используется соглашение о сум-

мировании по повторяющимся индексам): 
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где   ― плотность, кг/м
3
; p  ― давление, Па; E  ― полная энергия, 

отнесенная к единице массы, Дж/кг; t  ― время, с; iu  ― компоненты 

вектора скорости, м/с; ix  ― компоненты пространственной коорди-

наты, м; iq   ― компоненты вектора теплового потока, Вт/м
2
; 

ij  ― компоненты тензора напряжений, Па. 

В задачах высокоскоростного моделирования, не требующих уче-

та физико-химических процессов в газе, решаемая система уравнений 

замыкается термическим и калорическим уравнениями состояния со-

вершенного газа с постоянными значениями теплоемкостей [10]. 

Термическое и калорическое уравнения состояния в данном случае 

имеют следующий вид: 
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где   ― показатель адиабаты, определяемый через отношение pС  и 

VС   ― удельные теплоемкости при постоянном давлении и объеме, 

Дж/(кг·К); а e  ― удельная внутренняя энергия, Дж/кг, при этом 
удельная полная энергия определяется как: 
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Для замыкания системы уравнений газовой динамики, описыва-

ющей турбулентное движение, в данной работе используется вариант 

модели турбулентности, в основе которой лежат дифференциальные 

уравнения переноса кинетической энергии турбулентности k (м
2
/с

2
) и 

удельной скорости диссипации турбулентных пульсаций ω (1/с). 

Компоненты тензора напряжений и вектора теплового потока в 

модели турбулентности Ментера определяются как: 
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 (4) 

гдеT  ― температура, К;   ― эффективная динамическая вязкость, 

Па·с;  ― эффективный коэффициент теплопроводности, Вт/(м·К); 

ijS  ― тензор скоростей деформации, 1/с; ij  ― символ Кронекера; 

 .
L
и  .

T
 ― ламинарная и турбулентная составляющие эффективно-

го параметра. 
Дифференциальные уравнения модели турбулентности Ментера 

записываются следующим образом: 
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где T  определяется соотношением: 
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Модифицированный член генерации турбулентности P  с учетом 

сжимаемости имеет вид: 
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 (7) 

где 1F  ― функция смешения Ментера в модели k   SST, а 

ij  ― тензор завихренности, 1/с. 



Н.А. Харченко 

6                                                       ММЧМ 2026 № 2 (50) 

Как можно видеть, в уравнении для генерации турбулентности 

присутствует тензор завихренности ij  с функцией смешения 1F , что 

отсутствует в оригинальной модели Ментера [9]. Предполагается, что 

данная модификация привносит в модель турбулентности эффект 

уменьшения физически необоснованной генерации турбулентной 

вязкости в областях с наличием разрывов и торможения потока [11]. 

Функции 1F  и 2F  определяются как: 
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 (8) 

где d  ― кратчайшее расстояние до стенки, м. 

Константы модели турбулентности определяются через функцию 

смешения: 
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Для расчета свойств переноса, коэффициентов вязкости и тепло-

проводности, используются соотношения: 

 
 

 

3/2
6 1/2, 1.458 10  кг м с К ;

110.4

, ,
Pr Pr 1

L

L T
p p

T

Т
С С

Т

c c R



  




    


 
   

 

 (10) 

где    0.72Pr   ― число Прандтля;    0.9TPr   ― турбулентное число 

Прандтля; R = 286.7 ― газовая постоянная воздуха, Дж/(кг·К). 

Численный алгоритм решения задачи. Численный алгоритм 

построен на реализации метода контрольного объема с использова-

нием неструктурированных сеток [12], [13], где в качестве контроль-

ных объемов выступают: тетраэдры, пирамиды и треугольные приз-

мы. 

Определение свойств данных геометрических фигур проводится 

путем разбиения объемных и плоских объектов на тетраэдры и тре-
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угольники. Центры масс элементов неструктурированных сеток вы-

числяются с помощью средневзвешенного значения: 

 1
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где r  ― радиус-вектор, определяющий положение центров масс 

объемных и плоских геометрических объектов; jr  ― радиус-вектор, 

определяющий положение центров масс составных частей соответ-

ствующего геометрического объекта; jf  ― составная часть объема 

или площади геометрического объекта. 

Численное интегрирование системы уравнений газовой динамики 

проводилось с использованием модифицированного метода 

AUSM+ [14]. Используемый для численного интегрирования метод 

AUSM+ является методом расщепления потоков на конвективную и 

акустическую составляющие в зависимости от числа Маха. Такой 

подход является альтернативой методам, основанным на идеи вычис-

ления потоков через грани конечного объема из решения задачи о 

распаде произвольного разрыва, предложенной С.К. Годуновым [15]. 

Численный поток методом AUSM+ определяется из соотношения 

[16]: 
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где in  ― компонента единичного вектора внешней нормали. 

Расщепление потока на вклады конвекции и давления выражается 

посредством представления числа Маха в виде двух состояний: 
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Конвективная и акустическая составляющие расщепленного по-

тока аппроксимируются полиномами четвертого и третьего порядка: 
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Для сохранения устойчивости численной схемы при расчетах те-

чений с большими числами Маха в выражения для вкладов конвек-

ции и давления добавляются диффузионные слагаемые [17], обеспе-

чивающие дополнительную диссипацию для подавления численной 

неустойчивости сильных ударных волн: 
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где функции g  и   определяются как: 
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В результате численных исследований предложено следующее 
выражение для определения скорости звука [18], позволяющее уве-

личить диссипацию путем уменьшения 1/2c  в области течения, где 
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Для получения более высокого порядка точности численного ре-

шения по пространству задается линейное распределение газодина-

мических параметров внутри ячейки [19]: 

       ,l l l
j l j l j l j l

f f f
f f x x y y z z

x y z

   

       
   

 (18) 

где   ― коэффициент ограничения градиента в центре расчетной 

ячейки; lf  и jf  ― значения функций в центрах расчетной ячейки и 

ее грани. 
Линейная реконструкция проводится по неконсервативным пере-

менным: u , v , w , p ,  , e , T , k ,  , а значения газодинамических 

параметров, используемые для вычисления потоков через грани ко-
нечного объема, определяются на каждой грани из задаваемого рас-
пределения, что приводит к схеме второго порядка в областях, где 
решение гладкое. Но при этом для сохранения свойства монотонно-
сти численной схемы на газодинамических разрывах необходимо ис-
пользовать ограничитель задаваемого распределения [19]. 

Коэффициент ограничения   задаваемого распределения вычис-

ляется из соотношения: 

 

 

 

max ,

, если 0;

min ,

, если 0;

1.5, если 0,

l l

j l

j l

l l

j j l

j l

j l

f f f

f f
f f

f f f

f f
f f

f f









 
  
 





  


  




 (19) 

где с индексами « l » и « » указаны значения функций в центрах рас-

четной и соседней ячеек, а с индексом « j » ― значения функций, 

вычисленные в центре j -ой грани. 

Но отсутствие дифференцируемости записанной функции-

ограничителя приводит к ухудшению монотонности схемы. Обеспе-

чить монотонность численной схемы позволило использование до-

полнительной дифференцируемой функции-ограничителя [20]: 

 
 

 
 

3
min

1
min , если min 1.5;

2 1.5

1, иначе.

j
j

j j
j j


 



  
   

  
  




 (20) 
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Для расчета вязких слагаемых необходимо вычислять производ-

ные скорости, температуры и турбулентных параметров в центрах 

граней конечного объема. Вычисление производных основывалось на 

численном интегрирование по конечному объему, состоящему из 

двух смежных ячеек, относительно центра общей грани и является 

решением следующей системы уравнений: 

 

2

1 1 1 1

2

1 1 1 1

2

1 1 1 1

X X Y X Z X F ;

X Y Y Y Z Y F ;

X Z Y Z Z Z F ,

N N N N
l l l

j j j j j j j j j jj

j j j j

N N N N
l l l

j j j j j j j j j jj

j j j j

N N N N
l l l

j j j j j j j j j jj

j j j j

f f f

x y z

f f f

x y z

f f f

x y z

   

   

   

   

   

   

   
  

  

  

  
  


     

   

   

   

   

 (21) 

где 

 
       

2 2 2

X ,Y , Z ,F ;

1
.

X Y Z

j j l j j l j j l j j l

j

j j j

x x y y z z f f



       


 

 (22) 

Расчетные соотношения для численного интегрирования решае-

мой системы уравнений методом конечного объема приведены в ра-

боте [1]. 

Численная реализация граничных условий основана на использо-

вание фиктивных ячеек, прилегающих к каждой границе расчетной 

области. В фиктивных ячейках задаются значения функций, соответ-

ствующие типу граничных условий: 

 на входной границе значения функций задаются в соответ-

ствии с условиями невозмущенного потока; 

 на выходной сверхзвуковой границе значения функций в 

фиктивных ячейках задаются линейной экстраполяцией переменных 

из расчетной области; 

 на границе симметрии обеспечивается условие равенства ну-

лю нормальной составляющей вектора скорости, значения остальных 

функций в фиктивных ячейках задаются линейной экстраполяцией 

переменных из расчетной области; 

 на поверхность тела накладываются условия прилипания, 

постоянства величины удельной диссипации турбулентных пульса-

ций и равенства нулю кинетической энергии турбулентности. Темпе-

ратура стенки считается постоянной, либо в отсутствии теплообмена 
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с поверхностью тела значения в фиктивной ячейке задаются линей-

ной экстраполяцией величин из расчетной области. 

С целью повышения порядка точности вычислительной схемы по 
времени применяется трехстадийный метод SSP(3,2) (SSP – strong 
stability preserving) [19], вариант явного метода Рунге-Кутта, который 
обладает расширенной областью устойчивости числа Куранта, 

2CFL  : 

 

 

 

 

(1)

(2) (1) (1)

1 (2) (2)

w w w ,
2

w w w ,
2

1 2
w w w w .

3 3 3

n n

n n

t
R

t
R

t
R


 


 


  

 (23) 

Описанный численный метод имеет второй порядок аппроксима-

ции по времени и пространству. Численное интегрирование решае-

мой системы уравнений газовой динамики проводится до установле-

ния стационарного решения. 

Исходные данные для численного моделирования. Для прове-

дения аэротермодинамических расчётов была создана трёхмерная 

поверхность цилиндрически – конического тела. Геометрические 

размеры исследуемого объекта [4] показаны на рис. 1. 

 

  
 

Рис. 1. Геометрические размеры цилиндрически – конического тела 
 

Численное моделирование трёхмерного поля течения проводи-

лось с использованием неструктурированных сеток, важным пре-

имуществом которых является автоматизация построения для слож-

ных геометрических форм [12]. Сгущение расчётной сетки осуществ-

лялось вблизи поверхности исследуемого объекта для более деталь-

ного описания поля течения в пристеночной области. Трёхмерная 

сетка состояла из тетраэдральных и призматических элементов, об-

щее количество ячеек которой в расчётной области составило 

5 418 820. 

97,39

109,82

12,43
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На поверхности обтекаемого тела задавались граничные условия 

прилипания и отсутствия турбулентных пульсаций. Расчёты прово-

дились с постоянной температурой поверхности 300 К, вследствие 

малой продолжительности рабочего режима в эксперименте. 

Исходные данные, используемые для численного моделирования 

высокоскоростного обтекания турбулентным потоком 

цилиндрически – конического тела приведены в таблице 1 [4]. 

 

 
Рис. 2. Вид расчетной сетка в плоскости симметрии потока 

 

 
Рис. 3. Фрагмент расчетной сетки в области отрывной зоны 

 

Результаты численного моделирования. На рис. 4 и 5 представ-

лены распределения продольной компоненты скорости, величины 

отношения турбулентной вязкости к ламинарной, давления и темпе-

ратуры, полученные в результате численного моделирования турбу-

лентного обтекания высокоскоростным потоком цилиндрически – 

конического тела. 

На рис. 6 показана структура течения в окрестности зоны отрыв-

ного течения, возникающей вследствие взаимодействия ударной вол-

ны с турбулентным пограничным слоем. 
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а) 

 

 
б) 

 
Рис. 4. Распределения продольной компоненты скорости (м/с) (а) и величины 

турбулентной вязкости (б) при высокоскоростном обтекании 

цилиндрически – конического тела 
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а) 

 

 
б) 

 
Рис. 5. Распределения давления (Па) (а) и температуры (К) (б) 

при высокоскоростном обтекании цилиндрически – конического тела 
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Рис. 6. Структура течения в области отрыва потока на распределении числа Маха: 

1 ― турбулентный пограничный слой; 2 ― головной скачок; 

3 ― зона возвратного течения; 4 ― отрывной скачок; 

5 ― скачок присоединения 
 

  
 

Рис. 7. Поверхностные распределения давления (Па) и теплового потока (Вт/см2) 

при высокоскоростном обтекании цилиндрически ― конического тела: 

линии ― результаты, полученные в данной работе; 

точки ― экспериментальные данные 
 

Как видно из представленных графиков (рис. 7), полученные 

распределения поверхностных характеристик давления и теплового 

потока в результате численного моделирования отрывного течения в 

угле сжатия хорошо согласуются с данными экспериментальных ис-

следований [4]. 

Заключение. В результате проведенных численных исследова-
ний турбулентного обтекания высокоскоростным потоком цилин-
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дрически – конического тела были получены пространственные и по-
верхностные распределения газодинамических параметров. На пред-
ставленных картинах течения видно, что используемая вычислитель-
ная модель адекватно воспроизводит все особенности решаемой ва-
лидационной задачи, а сравнение результатов численного моделиро-
вания и экспериментальных данных [4] по распределениям поверх-
ностных характеристик давления и теплового потока демонстрируют 
хорошее согласие искомых газодинамических величин. 
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This paper presents the validation problem of modeling heat transfer on the surface of a 

cylindrical –conical body in the presence of a separation flow zone due to the interaction 
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of a shock wave with a turbulent boundary layer. The main computational complexity of 

the problem under consideration is the detailed resolution of the turbulent flow in the 

wall region in order to further reproduce the experimental distributions of the surface 

characteristics of pressure and heat flow. In the problem being solved, there is a separa-

tion zone, which is an area of return flow, which has a significant effect on the structure 

of the wall flow. 
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