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Рассмотрена задача о распространении стационарной ударной волны в двухфаз-

ном пористом материале ─ несжимаемой вязкопластической среде, содержащей 

сферические поры с покрытием их поверхности (несжимаемая вязкая жидкость). 

Разработана иерархия упрощенных аналогов базовой математической модели 

процесса формирования температурного поля в ударно-сжатом пористом мате-

риале. Показано, что применение упрощенных аналогов базовой модели позволяет 

значительно сократить вычислительные затраты при проведении численного экс-

перимента. Определены условия, при удовлетворении которых упрощенные анало-

ги базовой математической модели позволяют с заданной точностью идентифи-

цировать температурное поле двухфазного пористого материала при ударно-

волновом нагружении. 

 

Ключевые слова: ударная волна, двухфазный пористый материал, температурное 

поле, математическое моделирование 

  

Введение. Исследование закономерностей поведения пористых 

материалов при ударно-волновых воздействиях ─ одно из наиболее 

развиваемых направлений физики экстремальных состояний веще-

ства. Его возникновение связано с решением широкого круга задач 

как фундаментального, так и прикладного характера [1−9]. 

Вопросам разработки математических моделей и методов мате-

матического моделирования ударно-волновых процессов в пористых 

материалах посвящено большое количество работ [10−20]. Важное 

место в исследованиях занимает проблема ударно-волнового иници-

ирования процессов взрывного разложения пористых энергетических 

материалов (ЭМ). Значительный интерес при этом представляет вяз-

копластическая модель горячих точек ─ локализованных зон дина-

мического перегрева ударно-сжатого пористого ЭМ (см., например, 

работы [11−25] и обширную библиографию в них). Ее применение 

позволяет объяснить сложные закономерности, присущие ударно-

волновой чувствительности пористых ЭМ. 

Трудности, возникающие при математическом моделировании 

поля ударно-сжатого пористого материала, установлении специфиче-

ского влияния на его топологические особенности мезоскопических 

(в масштабе поры) процессов тепловой диссипации, теплопереноса и 

межфазного теплообмена, хорошо известны [15, 26]. Они усугубля-
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ются при возникновении расплавленных зон или зон разупрочненно-

го материала (слой вязкой жидкости постоянной толщины [27]) в 

окрестности пластически затекаемых пор [28]. Возможный путь пре-

одоления указанных трудностей связан с использованием разного ро-

да допущений, позволяющих заменить исходную (базовую) матема-

тическую модель ее упрощенными аналогами с целью сокращения 

вычислительных затрат при проведении численного эксперимента. 

Обсуждению этого вопроса посвящены проведенные в данной работе 

исследования. 

Постановка задачи и базовая математическая модель. Рас-

смотрим задачу о стационарной ударной волне (УВ), распространя-

ющейся со скорость D  в двухфазном пористом материале: несжима-

емой вязкопластической среде (фаза « s ») с постоянными коэффици-

ентом вязкости η и пределом текучести Y , содержащем сферические 

поры одинакового радиуса (регулярная ячеистая система [29]; нали-

чием газа в порах пренебрегаем), с покрытием их поверхности посто-

янной толщины (фаза « f » ─ несжимаемая вязкая среда с постоян-

ным коэффициентом вязкости μ ). Введем следующие предположе-

ния. 

1. Характерная ширина фронта УВ много больше размера пор и 

расстояния между ними [13 – 15, 20]. 

2. Объемным содержанием фазы « f » в единице объема двух-

фазного пористого материала можно пренебречь. 

3. На межфазной границе реализуются условия идеального теп-

лового контакта [30], при этом покрытие не является термически 

тонким, т.е. для него не может быть реализована используемая в [25, 

26] идея «сосредоточенная емкость». 

С учетом принятых предположений и ранее полученных резуль-

татов [25] интегралы уравнений сохранения массы и импульса двух-

фазного пористого материала в системе координат, связанной с УВ, 

можно представить в следующем виде: 
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индекс «0» соответствует параметрам состояния пористого материала 

перед фронтом УВ. При этом зависимости между среднеинтеграль-

ными и фазовыми значениями величин имеют вид: 

 
( )1 δ δ

= ;
α

s fp p
p

− +
 

( )1 δ ρ δρ ρ
ρ= ;

α α

s f s
− +

  

 ( ) ( ) 2

3 3

3
, , ;

b

s s s

r

p p r t p r t r dr
b r



= =
−   



Математическое моделирование температурного поля двухфазного … 

ММЧМ 2025 № 4 (48)                                                    73 

 ( ) ( ) 2

3 3

3
, , ;

r

f f f

a

p p r t p r t r dr
r a





= =
−   

 
3

3 3
α=

b

b a−
; 

3 3

3 3
δ=

r a

b a

 −

−
. 

Здесь p  ― давление; ρ ― плотность; α, δ ― концентрационные 

симплексы; a  ― радиус поры; r  ― радиус границы фаз сферическо-

го объема характерного (представительного) элемента двухфазного 

пористого материала радиуса b . 

Результирующее уравнение связи ( )g ,α =0p , определяющее ска-

чок начального состояния пористого материала во фронте УВ в (1), 

динамически неравновесно и имеет вид 

 ( ) ( ) ( );d V Yp p p p=   +  +   
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где 
f

s


 =


; 


 =


 ― симплексы подобия физических и вязких 

свойств материалов фаз пористого материала; точкой обозначена 

производная по переменной t .  

Динамические слагаемые ( )dp    и ( )Vp   в (2) 

соответственно отражают инерционные и вязкие эффекты при пла-

стическом затекании пор, слагаемое ( )Yp   характеризует статиче-

ское сопротивление материала фазы « s ». 

Задача идентификации температурного поля, определяемого ба-

зовой математической моделью процесса теплопереноса в двухфаз-

ном пористом материале, представима в виде смешанной задачи для 

системы двух уравнений в частных производных второго порядка 

параболического типа: 
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,с  ― удельная массовая теплоемкость и теплопроводность соот-

ветственно; ( )a t  ― скорость движения границы поры; ( )t  ― ско-

рость деформации двухфазного пористого материала во фронте УВ. 

Функции ( ),f r t   и ( ),s r t , где 

 ( ), i ir t =    

а i  ― интенсивность напряжений, i  ― интенсивность скоростей 

деформаций, определяют объемную плотность мощности внутренних 

источников теплоты фаз « f » и « s » соответственно и имеют вид: 
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Иерархия упрощенных аналогов базовой математической 

модели. Для достижения основной цели исследований введем в рас-

смотрение среднеинтегральную по толщине покрытия температуру 
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и воспользуемся следующими допущениями: 

• температура покрытия на границах равна его среднеинтграль-

ной температуре, т.е. 

 ( )( ) ( )( ) ( )0, 0, , 0;T а t t T r t t T t t+ = − =   

• тепловое взаимодействие на подвижной границе раздела фаз 

может быть описано законом Ньютона-Рихмана 
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с неизвестным параметром h , являющимся аналогом относительного 

коэффициента контактного теплообмена и подлежащим идентифика-

ции. 
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Заметим, что принятие сформулированной гипотезы о «механиз-

ме» теплообмена на межфазной границе фактически означает приня-

тие гипотезы о допустимости реализации идеи «уточненная модель 

сосредоточенной емкости» [31]. 

Проинтегрировав с учетом (4) левую и правую части первого 

уравнения в (3) с весом ( ) ( )
1

3 33 r t a t
−


 −
 

 по переменной r , восполь-

зовавшись равенством (5) и принятыми допущениями, а также сфор-

мулированными в (3) краевым условием при ( )r a t=  и условиями 

сопряжения на межфазной границе ( )r r t= , представим данное 

уравнение в виде: 
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При этом справедливы равенства: 
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Учитывая (6) и (7), трансформируем исходную (базовую) мате-

матическую модель (3) к ее упрощенному аналогу ― «уточненной 

модели сосредоточенной емкости»: 
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где функция ( ),s r t  конретизирована в (4). 

Относительно параметра h  могут быть высказаны различные со-

ображения. В частности, физически обоснованные соображения его 

идентификации можно ассоциировать с решением задачи минимакс-

ной оптимизации ─ задачи минимизации максимально возможного 

отклонения температуры подвижной границы раздела фаз ( )r r t= , 

определяемой математической моделью (8), от ее истинного значе-

ния, найденного с применением «точной модели» (3), (4). 

Дальнейшее упрощение математической модели (8) связано с до-

пущением, что h→+ , т.е. предположением равенства температуры 

границ покрытия не только его среднеинтегральной температуре, но 

и температуре подвижной границы раздела фаз: 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )0, 0, 0, , 0.T а t t T r t t T t T r t t t + = − = = +   

Реализуемая математическая модель ― модель «сосредоточенная 

емкость» [25, 26] ― имеет вид: 
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( )
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

  
 + = 

  

 
= +   

 
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,
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r
=


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Данную математическую модель можно ассоциировать с приня-

тием гипотезы, что покрытие является термически тонким [30]. 

Наличие такого покрытия на поверхности пластически затекаемых 

пор фактически учтено специфическим краевым условием на по-

движной границе раздела фаз ( )r r t= , явно содержащим производ-

ную температуры по времени. 
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Базовую математическую модель (3), (4) и ее упрощенные анало-

ги (8), (9) можно рассматривать как иерархию моделей процесса 

формирования температурного поля в двухфазном пористом матери-

але при ударно-волновом нагружении. При этом каждый из упро-

щенных аналогов базовой модели представляет собой смешанную 

задачу для уравнения в частных производных второго порядка пара-

болического типа. Ее специфику наглядно иллюстрирует нестандарт-

ное краевое условие на межфазной границе ( )r r t= . Применение 

данных упрощенных аналогов базовой модели позволяет не только 

упростить параметрический анализ изучаемого процесса, но и значи-

тельно сократить вычислительные затраты при проведении числен-

ного эксперимента. 

Результаты численных расчетов и обсуждение. Для удобства 

дальнейших рассуждений введем безразмерные переменные и пара-

метры: 

 

( )*
0

0 0

0

, , , ,

Re , Pr , , , , .

e s s

e e

f f f fe s s

s s s s s

p t crr Y
R T T

a a p p

ca p c

c

 


 =   = =  = −  =



    
= =  =  =  =  =

     

 

где ep  ― амплитуда УВ; Re  ― число Рейнольца (критерий динами-

ческого подобия), Pr  ― число Прандтля (критерий диффузионных 

взаимодействий). 

Численный анализ разработанной иерархии математических мо-

делей, параметрический анализ формируемого температурного поля 

в ударно-сжатом пористом материале проводился путем перехода в 

подвижную систему координат с применением неявной конечно-

разностной схемы. 

Идентифицируем условия, при удовлетворении которых каждый 

из упрощенных аналогов (8) и (9) базовой математической модели 

(3), (4) позволяет находить функцию ( ),     при , 0R      с за-

данной точностью    . Использование любой из рассматриваемых 

моделей определяет температурное поле ударно-сжатого пористого 

материала значением вектора 

 
9

0α , Re, Pr , 
  =        

T
 

для каждого из которых в любой момент времени 0   на подвиж-

ной границе раздела фаз ( )R  =   отклонение безразмерной темпе-

ратуры ( )  , , 1,2k R k     от ее истинного значения ( )0 ,R   , 
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определяемого базовой моделью, не превосходит заданной величины 

 . 

Если ввести в рассмотрение допустимые множества k
 , 

 1,2k , где k = 1 соответствует «уточненной модели сосредото-

ченной емкости», k = 2  ― модели «сосредоточенная емкость», то 

можно утверждать, что параметрическая идентификация этих мно-

жеств эквивалентна факту установления условий применимости 

упрощенных аналогов базовой («точной») модели. При этом 2 1
  

, поскольку каждый этап упрощения «точной» модели приводит к 

возрастанию погрешности в определении температурного поля. При 

этом абсолютная погрешность 

 ( ) ( ) ( )  00, 0, , 1,2k k R R k      =  +  − +   , (10) 

достигает максимума при некотором фиксированном значении 

( )0,  + . 

Если ввести в рассмотрение функцию 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0

max , max 0, 0, ,k k k kE E R R
 


   −  

   
 =   =  +  − +   (11) 

которая при каждом фиксированном значении  1,2k  определяется 

как максимально возможная погрешность в определении темпера-

турного поля, обусловленная лишь k -ым этапом упрощения «точ-

ной» модели, то можно считать, что  

 ( )1 9 *
1

|E
 
   

 =    . 

При этом согласно равенствам (10), (11), справедливы неравен-

ства 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1

1 0 2 1

0, 0,

0, 0, ,

R R

R R E E

    

 
   

    +  − +  +

+  +  − +    + 
 

поэтому можно считать, что 

 ( ) ( )2 9 * *
1 2

| .E E
 
   

 =   +    

Таким образом, задача идентификации допустимых множеств 

 , 1,2k k   упрощенных аналогов базовой математической модели 

сводится к задаче нахождения функций ( )*
kE  . Общие свойства ди-

намики погрешностей в определение температурного поля при 
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* 2
0 10h a h= =  и 41 1 1 1, 0.1 0.1, 10 

 
 =      

T
 отражают резуль-

таты вычислительных экспериментов, частично представленных на 

рис. 1. 

 

 
а) 

 

 
б) 

 

Рис. 1. График функций ( ),kE   ,  1,2k   (а) и б)), 

при различных значениях концентрационного симплекса  : 

1 – 
210− , 2 – 

25 10− , 3 – 
310−  

( )1 П,E 
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3
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Заметим, что при *h = +  1 2
   , так как в рассматриваемой 

ситуации ( )*
2 0E  = . 

Заключение. Рассмотрена задача о распространении стационар-

ной ударной волны в двухфазном пористом материале ― несжимае-

мой вязкопластической среде, содержащей сферические поры с по-

крытием их поверхности постоянной толщины. Предложена и теоре-

тически обоснована иерархия математических моделей, реализуемых 

при численном анализе мезоскопических (в масштабе поры) процес-

сов тепловой диссипации и теплопереноса в ударно-сжатом пористом 

материале. Идентифицированы условия, удовлетворение которых 

при применении упрощенных аналогов базовой модели позволяет 

значительно сократить вычислительные затраты численного анализа 

формируемого температурного поля. 
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Mathematical modeling of the temperature field of 

a two-phase porous material under shock-wave loading 
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This paper is considered the problem of stationary shock wave propagation in a two-

phase porous material — an incompressible viscoplastic medium containing spherical 

pores with a surface coating (an incompressible viscous fluid). A hierarchy of simplified 

analogs of the basic mathematical model for temperature field formation in a shock-

compressed porous material is developed. It is shown that the use of simplified analogs of 

the basic model significantly reduces computational costs during numerical experiments. 

Conditions are determined under which, if satisfied, the simplified analogs of the basic 

mathematical model enable the temperature field of a two-phase porous material to be 

accurately identified under shock-wave loading. 
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