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Рассматривается задача моделирования потери устойчивости (коробления) кон-

струкций из композиционных материалов в процессе их производства на этапе от-

верждения жидкого связующего. Приведены системы уравнений для задачи внут-

реннего тепломассопереноса  при отверждении и вычисления  технологических 

напряжений, определяющих так называемое основное (устойчивое) состояние кон-

струкции. Сформулирована система уравнений линейной 3D теории устойчивости 

для варьированного (неустойчивого) состояния конструкции, представляющая из 

себя обобщенную задачу на собственные значения. Предложен численный алгоритм 

решения задачи потери устойчивости, на основе метода конечных элементов. Рас-

смотрено применение предложенной модели для анализа короблений в процессе от-

верждения композитной конструкции из тканевого эпоксидного стеклопластика. 

Предложенная модель и постановки задач реализована в программном комплексе 

Manipula/SMCM, разрабатываемом в НОЦ «СИМПЛЕКС» МГТУ им. Н.Э. Баумана. 
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Введение. Хорошо известно, что параметры технологических 

процессов изготовления (температурный режим, режим и способ со-

здания давления) существенным образом влияют на качество создава-

емых полимерных композитных конструкций. Вопросам моделирова-

ния технологических процессов изготовления посвящено значительно 

количество работ [1-11 и др.]. В настоящее время существуют коммер-

ческие программные комплексы, такие как Ansys (модуль Ansys Com-

posite Cure Simulation) [9], FiberSim [12], PAM-Composite [13],  в кото-

рых реализована возможность решения задач этого класса. Основное 

внимание в этих программных комплексах направлено на прогнозиро-

вание возникновения технологических напряжений в композитах и 

расчет дисторсии (изменения геометрических размеров конструкции 

вследствие теплового деформирования и химической усадки при от-

верждении) [4-6]. Однако при изготовлении композитных конструк-

ций существуют и другие особенности механического поведения кон-

струкций, которые могут влиять на напряженно-деформированное по-

ведение композитных конструкций на этапе их эксплуатации. К числу 

таких особенностей необходимо отнести эффект потери устойчивости 

тонкостенных композитных конструкций, обусловленное 
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термическими и усадочными процессами при отверждении. Этот эф-

фект до сих пор остается пока мало изученным. 

Потеря устойчивости конструкции при отверждении относится к 

задачам теории устойчивости, при которых определяется поиск соб-

ственных значений, при которых возникает неединственное решение, 

определяющее формы потери устойчивости конструкции [14-18]. За-

дачи устойчивости, относящиеся к композитным конструкциям, рас-

сматривались во многих работах, укажем лишь некоторые  [19-24]. В 

частности, в работе [24] была дана классификация задач термоустой-

чивости, которые определяют значение критических температур, вы-

зывающих потерю устойчивости  в зависимости от типа прикладывае-

мых к системе нагрузок. 

При решении задач термоустойчивости композитной конструкции 

при ее отверждении необходимо решать сопряженную задачу внут-

реннего тепломассопереноса и с учетом переменных свойств компо-

зита, меняющихся во времени из-за фазовых превращений.   

Следует отметить, что обычно задачи устойчивости рассматрива-

ются в приближении теории стержней, пластин и оболочек, что позво-

ляет снизить требования к вычислительным ресурсам, однако в случае 

рассмотрения эффектов отверждения и неравномерного нагрева и не-

равномерных по толщине  полей концентраций фаз в процессе отвер-

ждения связующего, двумерная постановка задачи является слишком 

грубым приближением. Поэтому в данной работе рассматривается об-

щая трехмерная постановка задачи термоустойчивости при отвержде-

нии, которая основана на общей концепции 3-х мерных задач устой-

чивости, предложенной в [15-17,25]. 

Общая математическая модель термоустойчивости композит-

ных конструкций при отверждении. На этапе отверждения компо-

зит представляет собой 4-х фазную систему, в которой имеется твер-

дая f -фаза (наполнитель в виде волокон),  жидкая l -фаза связую-

щего, фильтрующегося в порах, твердая b -фаза отвержденного связу-

ющего (полимер в стеклообразном состоянии), а также газовая g-фаза, 
одновременно с жидкой фазой находящаяся в порах; l -фаза, b -фаза и 

g -фаза -образуют матрицу композита. Математическое моделирова-

ние такой 4-х фазной системы может быть осуществлено по аналогии 

с моделью 4-х фазного термодеструктирующего композита [26]. В 

этом случае математическая постановка задачи расчета термоустойчи-

вости композитных конструкций при отверждении состоит из следую-

щих 3-х сопряженных задач, решаемых последовательно: 

– задачи внутреннего тепломассопереноса при отверждении; 

– задачи термоупругости в основном (устойчивом) состоянии; 

– задачи термоустойчивости в варьируемом (неустойчивом) 

состоянии – задачи на собственные значения. 
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Постановка задачи внутреннего тепломассопереноса при от-

верждении композитной конструкции – представляет собой систему 

уравнений изменения массы полимерной фазы, уравнения фильтрации 

газообразных продуктов в порах материала, уравнения теплопровод-

ности, а также включает в себя  определяющие соотношения в виде 

закона Фурье, закона Дарси и уравнения Менделеева-Клапейрона для 

газовой фазы: 
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где m , f  ― объёмные концентрации матрицы и волокон в композите 

( 1m f + = ); g , l , b  ― объемные концентрации газовой фазы, жид-

кой фазы связующего и отвержденной фазы полимера, соответственно 

( m g l b   = + + ); g , l , b  ― плотности газовой, жидкой и твердой 

фаз соответственно; gc , lc , bc , fc  ― теплоемкости при постоянном 

объеме для газовой, жидкой, твердой фаз и волокна соответственно; 

  и c  ― плотность и теплоемкость композита; q  ― вектор теплового 

потока; Λ  ― тензор теплопроводности композита;   ― температура 

композита; gv  ― скорость газовой фазы; K  ― тензор газопроницаемо-

сти композита; gR  ― газовая постоянная; gM  ― молярная масса; 
0e  ― 

удельная теплота отверждения матрицы; J  ― массовая скорость от-

верждения матрицы; Г  ― коэффициент газификации матрицы;   ― 

набла-оператор. 

К системе (1) присоединяются следующие граничные и начальные 

условия: 
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здесь   ― коэффициент теплообмена; e  ― температура внешней 

среды; 0  ― начальная температура, ep  ― заданное внешнее давле-

ние, n  ― вектор нормали; p  и   ― части поверхности, на которых 

задано давление и условия конвективного теплообмена, соответ-

ственно, v  и q  ― части поверхности, на которых заданы условия 

герметичности и теплоизоляции, 
0

0

0 0,   ,   ,    lg g    ― начальные зна-

чений функций. 

Массовая скорость отверждения J , входящая в систему (1), выби-

рается в соответствии с моделью Камаль-Сурур [27]: 
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где 10J , 20J  ― предэкспоненциальные множители, 1AE  , 2 AE  ― энер-

гии активации процесса отверждения, n  ― порядок реакции процесса 

отверждения, m  ― параметр автокаталитичности. 

Постановка  задачи термоупругости в основном (устойчивом) 

состоянии  -  это квазистатическая задача линейной термоупругости 

для определения технологических напряжений, она имеет следующий 

вид: 
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где обозначены параметры в основном состоянии: 0
σ  ― тензор напря-

жений; 0
ε  ― тензор малых деформаций; 

0
ε  ― тензор тепловых де-

формаций; 0
u  ― вектор перемещений; а также: 4

C  ― тензор 4-го 

ранга модулей упругости;   ― параметр тепловой части  задачи, 1  

― параметр механической части задачи, V  ― недеформируемая об-

ласть конструкции, p  ― часть поверхности конструкции, на которой 

задано давление, p  ― часть поверхности, свободная от нагрузок, u  

― часть поверхности с жестким закреплением. 

Введем поле ( )iс x  ― базисов криволинейной ортотропии ткане-

вого композиционного материала в конструкции. Компоненты ijklС
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тензора модулей упругости 4
C  в этом базисе ( )iс x  вычисляются 

стандартным образом [15], как обратные к компонентам тензора упру-

гих податливостей ijklП : 

 1( )ijkl ijklC П −= , (5) 

а компоненты ijklП  вычисляются через технические упругие кон-

станты тканевого КМ 
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здесь E ,  , G  ― технические характеристики композита (модули 

упругости, коэффициенты Пуассона, модули сдвига), являющиеся пе-

ременными функциями концентраций фаз 
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где 
0E , 

0

 , 
0G  ― значения упругих констант композита при 293 К 

при полном отверждении матрицы. Эти константы могут быть вычис-

лены предварительно на основе решения задачи микроанализа на 

ячейке периодичности (ЯП) [28] на основе информации о модулях 

упругости полимерной фазы и нитей. Функции 1â  и 2â описывают 

изменение упругих свойств композита при отверждении матрицы и 

вычисляются по формулам: 

 ˆ / ( )a a a  =  , 1, 2 = , (8) 

где 

 2
1

22

1

;

1 1
f

m

E

a
a

a

m a

 


=
 

+ − 
 

 2 1a a = ; (9) 

а функции 1
~a , 2

~a  и fa~  имеют следующий вид: 
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Здесь введены обозначения: E l fm E E=  ― отношение модулей 

упругости  «жидкой» (аморфной) фазы матрицы и волокон при нор-

мальной температуре K2930 = , p b lm E E=  ― отношение модулей 

упругости полимерной и «жидкой» фазы матрицы при температуре 

K2930 = ; Ф ― угол разориентации моноволокон в нити тканевого 

композита [26], maxsinm = , max  ― максимальный угол искривления 

нитей в ткани композита. 

Входящие в выражения (10) функции 
)0(

fa  и 
)0(a  описывают об-

ратимые изменения упругих свойств полимерной фазы и волокна при 

нагреве и могут быть вычислены по следующим формулам: 
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где a , fa , P  и Q  ― константы модели.  

Функции bS  и pS , описывают необратимые изменения свойств 

матрицы при отверждении и определены с помощью следующих фор-

мул: 
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В формулах (10) обозначены также ( )a   ― значения функций 

a  при полном завершении процесса отверждения матрицы. 

Компоненты тензора 
0

ε тепловых деформаций  тканевого КМ в 

базисе ( )iс x вычисляются по следующей формуле [26]: 
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=

  (13) 

где , ,f l b    ― коэффициенты теплового расширения фаз, b  ― ко-

эффициент химической усадки матрицы, а структурные функции A  и 

  вычисляются по формулам из [26]. 

  Решение задачи (4) линейно зависит от параметров 1  и  , вве-

дем еще один параметр   2 1 /  = , тогда общее решение задачи (4) 

можно представить в виде 

 
0 0 0

221 )( = +σ σ σ , (14) 

где 0

1σ  ― решение задачи (4) при 1 =  и 1 0 =  (это задача о чисто 

тепловом воздействии на конструкцию), а 0

2σ  ― решение задачи (4)  

при 0 =  и 1 1 =  (это задача о чисто механическом воздействии  на 

конструкцию – задача о расчете технологических напряжений в кон-

струкции при отверждении).  

Постановка задачи термоустойчивости в варьируемом состо-

янии может быть записана в виде: 

 

( )

( )

( )

( )

0 0 3

1 2

4

3

0 0 3

1

2

2 2

) 0,

1
,  ,

2

1 1
,  ,  ;

2 2

) 0,  0,

(

(
p

u

T

T



 

 
+  

 − +   =

=  =  +

= =   =  −

 − +   = =

σ σ σ B e

σ C ε ε w w

B ω ω e w w

n σ σ σ e ω w

 (15) 

где обозначены функции в варьируемом состоянии: σ  ― тензор 

напряжений; ε  ― тензор малых деформаций; w  ― вектор перемеще-

ний в варьированном состоянии; 
3
e  ― тензор Леви-Чивиты. 

Алгоритм решения общей задачи термоустойчивости состоит в 
следующем. Задается циклограмма нагрева-охлаждения композитной 

конструкции – функция (t)e , max0 t t  . Вначале решается задача 

тепломассопереноса (1) на некотором фиксированном промежутке 

времени 10 t t  , где 1 maxt t  для некоторого значения температуры 

1(t )e , в результате определяются переменные поля концентрации фаз 

g , l , b , температуры e  и давления газовой фазы в порах на этом 

промежутке времени 10 t t  . Затем вычисляется тепловая деформа-

ция 
0

ε  на этом же промежутке времени и решается задача (4) в 
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основном состоянии при 1 =  и 1 0 = .  В результате находим  реше-

ние 
0

1σ  этой задачи на 10 t t   . При значениях 0 =  и 1 1 =  находим  

еще одно решение  – 
0

2σ   задачи (4).  

Подставляя поля тензоров напряжений 
0

1σ  и 
0

2σ  в задачу (15), вы-

числяем систему собственных значений   и соответствующих им соб-

ственных функций w  (собственных форм) для набора некоторых зна-

чений параметра 2 . 

После определения собственного значения   находим критиче-

ское значение температуры потери устойчивости конструкции 

 
*

0 0( )e e    = − +  (16) 

- для выбранного значения времени 1t .  Пробегая все значения времени 

1t   на промежутке max0 t t  , находим собственные  и критические 

значения температуры 
*

1(t )e  на всем рассматриваемом промежутке 

времени для выбранных значений  параметра 2 . 

Вариационная и численная постановки задачи. В данной ра-

боте ограничимся описанием численного алгоритма решения задачи 

устойчивости (15). Для ее решения будем использовать метод конеч-

ных элементов [29-30], поэтому предварительно сформулируем вари-

ационную постановку. 

Введем кинематически допустимое поле 
0 =Ψ w , где w  ― ва-

риация вектора перемещений w , понимаемая как разность двух кине-

матически допустимых полей. Данное поле должно удовлетворять ну-

левому граничному условию на части поверхности w  области V . 

Умножая скалярно первое уравнение из системы (15) на 
0Ψ  и инте-

грируя полученное выражение по области V , с учетом теоремы 

Гаусса-Остроградского получаем вариационное уравнение для задачи 

термоустойчивости: 

 ( ) ( )( )4 0 .T

V

dV +    C ε w σ w w  (17) 

Соотношение (17) представляет собой задачу на собственные зна-

чения, в которой требуется найти собственные значения   и отвечаю-

щие им собственные функции w . Наибольший интерес представляет 

наименьшее собственное значение min , поскольку ему соответствует 

критическая температура 
*

e , приводящая к первой форме потери 

устойчивости. Всем остальным значениям   будут отвечать другие 

формы потери устойчивости конструкции. 
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Применяя алгоритм метода конечных элементов для постановки 

задачи (17) получаем искомую обобщенную задачу на собственные 

значения в форме, ее локальная формулировка имеет вид: 

      
12 1212 12 12 12

,K w S w
 

=  (18) 

где введены обозначения: 

 

            

         

0

1 1 2 2 2

12 12 12 6 6 6 6 12 12 12 12 9 9 129 9

0 0 0

2

9 9 9 9 9 9 9 9 9 99 9 9 99 9

1
,  ,

2

1
,  .

2

T T

V V

K B C B dV S B B dV

T T T T E  

      

     

 =  

        =

=

 
 = −    


 +



 
 

Здесь  
9 9

T


 ― матрица транспонирования, 

    1 1

6 12 6 3 3 12

B L N
  

=  и     2 2

9 12 9 3 3 12

B L N
  

=  

― матрицы производных функций формы,   
3 12

N


 ― функции формы, 

 1

6 3

L


,  2

9 3

L


 матрицы дифференциальных операторов,  
12

w  ― коорди-

натный столбец неизвестных функций w в узлах КЭ ,  а 0

9 9




    ― мат-

рица, составленная из компонент тензора 
0 0 0

1 2 2(1) = +σ σ σ . 

Предложенная математическая модель и численный конечно-эле-

ментный алгоритм решения всех задач были реализованы в качестве 

отдельных модулей программного комплекса Manipula/SMCM, разра-

батываемого в Научно-образовательном центре «Суперкомпьютерное 

инженерное моделирование и разработка программных комплексов» 

(НОЦ «СИМПЛЕКС») МГТУ им.Н.Э.Баумана и на кафедре «Вычис-

лительная математика и математическая физика» МГТУ им. Н.Э. Бау-

мана [31]. 

Результаты численного моделирования. Рассмотрим резуль-

таты моделирования потери устойчивости (коробления) в процессе от-

верждения композитного элемента конструкции из тканевого эпоксид-

ного стеклопластика, приведенного при рис. 1, а. На рис. 1, б приве-

дены используемые для расчетов оси криволинейной ортотропии. 
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а) б) 

 
в) 

Рис. 1. Модель композитного элемента конструкции, для которого 

проводилось численное моделирование: а ― общий вид; б ― локальные 

базисы криволинейной ортотропии; в ― конечно-элементная сетка 

 

Основные свойства композиционного материала приведены в таб-

лице 1. 

Начальные условия в задаче внутреннего тепломассопереноса 

имели вид: 

• давление 0 0,1p =  МПа; 

• температура 0 293 =  К. 

Граничные условия в задачах (1), (2) и (4): 

• давление 0,1ep =  МПа; 

• коэффициент конвективного теплообмена 20 =  ( )2Вт м К  

и температура e  внешней среды, изменяющаяся в соответствии с за-

данным на рис. 2, б технологическим циклом нагрева-охлаждения. 
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Время моделирования составляло 17 400 с, количество шагов по 

времени задавалось равным 100. Использовалась тетраэдральная ко-

нечно-элементная сетка (рис. 1, в) с параметрами: количество улов – 

136 006, количество конечных элементов – 656 834, количество гра-

ничных элементов – 114 120. 

На рис. 3 показаны распределения полей температуры и объемной 

концентрации твердого полимера в различные моменты времени, по-

лученные в результате решения задачи (1) внутреннего тепломассопе-

реноса при отверждении связующего композита. 

 
Таблица 1 

Основные свойства тканевого эпоксидного стеклопластика  

Характеристика Значение 

Концентрация волокон f  0,6 

Начальная пористость, 0

g  0,01 

Доля нитей (основа) 0,5 

Угол искривления нити max , град. 5 

Угол разориентации моноволокон Ф, град. 2 

pm  100 

Em  10-3 

 

 
 

Рис. 2. График изменения температуры внешней среды ( )e t  
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а) 

  
б) 

 

  

в) 
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г) 

 

Рис. 2. Распределения температуры (слева) и объемной концентрации твердого 

полимера (справа), полученные в результате решения задачи отверждения: 

а ― 3 480 с; б ― 5 220 с; в ― 13 920 с; г ― 17 400 с 

 

В задаче устойчивости рассчитывались 3 собственных значения 

для 10 моментов времени t . В таблице 2 приведены рассчитанные соб-

ственные значения для рассматриваемых моментов времени, а на рис. 

4 показаны графики зависимости собственных значений   от времени 

t . На рис. 5, 6 и 7 представлены поля компоненты 1w  собственного 

вектора перемещений, отвечающие трем формам потери устойчивости 

для 4-х различных моментов времени kt . 

 
Таблица 2 

Рассчитанные собственные значения λ  для различных моментов времени t  

Режим 
Время  

t , с 

Собственное 

значение (1)  

Собственное 

значение (2)  

Собственное 

значение (3)  

Нагрев 
0 160955,2 341229,1 347512,9 

1740 2,8013 2,8371 3,7145 

383 К 
3480 0,1511 0,1600 0,1840 

5220 0,1336 0,1411 0,1557 

Нагрев 6960 0,1405 0,1485 0,1650 

450 К 

8700 0,1505 0,1589 0,1790 

10440 0,1519 0,1604 0,1811 

12180 0,1521 0,1606 0,1814 

13920 0,1521 0,1607 0,1814 

Остыва-

ние 

15660 0,1383 0,1461 0,1621 

17400 0,1192 0,1260 0,1363 
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Рис. 4. Графики зависимости собственных значений ( )j
  от времени t  

Практический интерес представляет исследование первой формы 

(1) потери устойчивости. Из анализа полученных результатов видно, 

что для данного случая первое собственное значение, для которого вы-

полняется условие ( )  (1) max1,  0, tt t   , отвечает моменту времени 

* 3 480 сt =  и равно *

(1) 0,1511 = . Для всех последующих моментов 

времени собственные значения меньше 1 и, следовательно, имеет ме-

сто также потеря устойчивости конструкции, вызывающая ее коробле-

ние. 
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в) г) 

 

Рис. 5. Поля компоненты 1 , отвечающие первой собственной форме потери 

устойчивости композитной конструкции для различных моментов времени ее 

отверждения: а ― 1 740; б ― 5 220 с; в ― 15 660 с; г ― 17 400 с 

 

 

 

а) 

 

б) 

8.2803е-01

6.4448е-01

4.6093е-01

2.7739е-01

9.3841е-02

-8.9705е-02

-2.7325е-01

-4.5680е-01

-6.4034е-01

-8.2389е-01

8.2490-01

6.4102е-01

4.5713е-01

2.7324е-01

8.9359е-02

-9.4526е-02

-2.7841е-01

-4.6230е-01

-6.4618е-01

-8.3007е-01

8.0392е-01

6.2444е-01

4.4496е-01

2.6547е-01

8.5992е-02

-9.3490е-02

-2.7297е-01

-4.5245е-01

-6.3194е-01

-8.1142е-01

8.8264-01

6.8861е-01

4.9358е-01

2.9855е-01

1.0351е-01

-9.1518е-02

-2.8655е-01

-4.8158е-01

-6.7661е-01

-8.7165е-01



Ю.И. Димитриенко, И.О. Богданов, М.Н. Коряков 

64                                                       ММЧМ 2025 № 4 (48) 

  
в) 

 

г) 

Рис. 6. Поля компоненты 1 , отвечающие второй собственной форме потери 

устойчивости композитной конструкции для различных моментов времени ее 

отверждения: а ― 1 740; б ― 5 220 с; в ― 15 660 с; г ― 17 400 с 
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Рис. 7. Поля компоненты 1 , отвечающие третьей собственной форме потери 

устойчивости композитной конструкции для различных моментов времени ее 

отверждения: а ― 1 740; б ― 5 220 с; в ― 15 660 с; г ― 17 400 с 

 
 

Первая собственная форма потери устойчивости является скаши-

ванием для всех моментов времени (рисунок 5), вторая форма потери 

устойчивости – представляет собой несимметричное сжатие конструк-

ции (рисунок 6), а третья форма – является изгибно-крутильной (рису-

нок 7). В различные моменты времени первые две формы сохраняют 

свой тип, а третья форма изменяется во времени: в начальные моменты 

времени (при нагреве) конструкция теряет устойчивость по крутиль-

ной форме, а при охлаждении – по изгибной форме. 

Выводы. В работе предложена постановка задачи о расчете по-

тери устойчивости (коробления) конструкций из композиционных ма-
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модель и постановки задач реализованы в программном комплексе 

Manipula/SMCM, разрабатываемом в НОЦ «СИМПЛЕКС» МГТУ им. 

Н.Э. Баумана. 
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Finite element modeling of polymer composite structures 

buckling during the curing process 
 

© Yu.I. Dimitrienko, I.O. Bogdanov, M.N. Koryakov 

 
Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

 

A structural multiscale model composite materials with thermal decomposition at high 

temperatures is proposed, which allows predicting the thermoelastic properties of the com-

posite based on the properties of the initial components - the matrix phases and the mono-

filament phases. The model takes into account the kinetics of phase transformations in the 

matrix and monofilaments occurring in them at high temperatures, which allows describ-

ing the effects of the dependence of the composite properties not only on temperature, but 

also on the heating rate and heating history. The proposed model consists of 4 structural 

levels, the lower level contains the matrix and monofilament phases, and the upper level 

contains the periodicity cell formed by the monofilament threads and the matrix surround-

ing them. For each structural level, a periodicity cell is introduced. For the lower levels, 

approximate analytical solutions of problems on periodicity cells, proposed earlier in the 

works of Yu. I. Dimitrienko, are used, and for the periodicity cell of the upper level, a 3D 

finite element solution of the local problem is constructed. A multiscale model of thermally 

degradable composites is implemented in the Manipula/SMCM software package devel-

oped at the SIMPLEX Research and Education Center of Bauman Moscow State Technical 
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University. A numerical example of calculating the elastic properties of a fabric glass 

epoxy composite when heated to high temperatures is given. 

 

Keywords: thermal degradation, composites, periodicity cell, FEM, high temperatures, 

Manipula/SMCM 
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