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Разработана численная схема и алгоритм расчета напряженно-деформированного 

состояния (НДС) отливки в процессе ее затвердевания в предварительно напря-

женной сферической металлической литейной форме, установленной в сфериче-

скую матрицу, подверженную тепловой нагрузке. В основу расчета положены 

уравнения линейной теории упругости, теплопроводности и апробированный чис-

ленный метод. Рассматривается сборная литейная сферическая конструкция, 

ограниченная ортогональными семействами поверхностей. В качестве примера 

приводится задача по затвердеванию и охлаждению сферической стальной от-

ливки в металлической форме, которая вмонтирована в матрицу. Результаты 

вычислений приведены в виде эпюр нормальных напряжений, перемещений и тем-

ператур по сечению сферической конструкции. Дан анализ полученных расчетных 

результатов. 
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Введение. Типичными представителями осесимметричных по-
лых изделий, подверженных воздействию высокого газового давле-
ния пороховых газов, являются стволы артиллерийских орудий, в ко-
торых газовое давление может достигать 800-1100 МПа [1]. 

К качеству таких изделий предъявляются повышенные требова-
ния, особенно по наличию в них внутренних литейных дефектов в 
виде пузырей, раковин, пористости и пр. 

Существенное влияние на качество таких отливок оказывает тех-
нология их изготовления, обеспечивающая залечивание указанных 
дефектов в процессе кристаллизации металла. Одним из способов ли-
тья, гарантирующим получение качественной плотной отливки явля-
ется литье под давлением [2], способное обеспечить давление в каме-
ре прессования до 800 МПа [3], что является пределом возможностей 
данного процесса. Поэтому необходимо разрабатывать новые спосо-
бы и технологии изготовления таких отливок, особенно за счет зна-
чительного увеличения создаваемого давления. 

Процесс литья с кристаллизацией под высоким внутри формен-

ным газовым давлении [4] является новым технологическим решени-
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ем, при котором давление внутри формы может быть увеличено 

практически неограниченно, что требует проведения дальнейших 

широких научно-практических исследований, особенно путем мате-

матического моделирования процесса численными методами, в том 

числе и методом [5]. Величина создаваемого внутри форменного га-

зового давления главным образом зависит только от стойкости самой 

литейной формы [4].  

Используемый в настоящей работе численный метод позволяет 

определять при исследовании какого-либо процесса деформации, 

напряжения и перемещения по граням каждого элемента с одинако-

вой точностью, в отличие от классических конечно-элементных ком-

плексов, которые построены на энергетических принципах, в зависи-

мости от которых составляются матрицы «жесткости» или «податли-

вости». Соответственно определяются из них перемещения или 

напряжения. Если имеет место матрица «жесткости», то напряжения 

вычисляются из закона Гука, а это значит, не все граничные условия 

по напряжениям можно будет удовлетворить. То же самое получаем 

и при использовании вариационного принципа начала Кастильяно 

(матрица податливости). При применении используемого в статье 

численного метода удовлетворяются все граничные условия и по пе-

ремещениям, и по напряжениям. Поэтому наблюдается очень быст-

рое насыщение (сходимость численных решений при разбиении ис-

следуемой области на элементы). Ограниченность применения дан-

ного численного метода – рассматриваемая область должна быть 

описана системой ортогональных поверхностей. В этом случае имеем 

единую форму записи уравнений независимо от вида системы орто-

гональных координат. Область может иметь подобласти, описанные в 

разных системах ортогональных координат, а форма уравнений одна 

и та же. Это очень удобно при разработке численной схемы решения 

задачи. Все это продемонстрировано в монографии [5]. 

Исследование разработанного процесса литья с кристаллизацией 

отливки под высоким внутри форменным газовым давлении в насто-

ящей работе решается как центральная осесимметричная задача о 

деформировании двуслойной толстостенной сферической оболочки, 

к внешней и внутренней границам которой приложено разное давле-

ние и температура. Процесс охлаждения рассматривается как несвя-

занный, т.е. протекающий по закону Дюамеля-Неймана [6, 7, 8].  

Аналитический обзор литературы по расчету термоупругих 

напряжений в металлах в металлургических и литейных процессах 

приведен в [9].  

Влияние всестороннего газового давления на затвердевание и 

свойства стальных отливок рассмотрено в экспериментальной работе 

[10]. 
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В работе [11] приведено моделирование НДС отливки при кри-

сталлизации с помощью созданной авторской программы и пакета 

ProCast. 

Решение задачи по разработке математической модели теплона-

пряженного состояния и численного моделирования работы матрицы 

пресс-формы для отливки сплава АК9ч представлено в работе [12]. 

Полученные в работе [13] экспериментальные результаты необ-

ходимы для моделирования НДС реальных отливок, а разработанная 

модель на их основе позволяет предупредить дефекты усадочного 

происхождения при изготовлении стальных отливок. 

Исследована возможность предотвращения возможных дефектов 

литья, выявленных посредством моделирования в программе ProCast 

[14]. 

Установление основных характеристик протекания процессов 

кристаллизации металла отливки путем компьютерного моделирова-

ния в программе LVM Flow представлено в [15]. 

Вопросы компьютерного моделирования и анализа усадочных 

дефектов и напряженно-деформированного состояния отливок рас-

смотрены в работах [16, 17, 18, 19]. 

Задачи о воздействии на сферически симметричные тела внут-

реннего давления и температурной нагрузки для термоупругих, тер-

моупругопластических моделей твердого тела рассмотрены в работах 

[20-30]. 

В настоящей работе теоретически моделируется процесс затвер-

девания и охлаждения стальной отливки сферической формы в ли-

тейной форме согласно патенту [4] с применением известного широ-

ко апробированного численного метода [5]. 

При этом ставилась цель показать целесообразность и эффектив-

ность применения разработанного авторами способа получения отли-

вок при воздействии высоких газовых давлений в процессе их кри-

сталлизации путем численного решения сформулированной системы 

уравнений, которое может быть осуществлено с применением и дру-

гих известных численных методов, что не является целью настоящей 

работы. 

Инженерная постановка задачи. На рис. 1, а изображена схема 

ЛФ 1, представляющая собой металлическую разборную конструк-

цию сферической конфигурации, установленную в сферическую раз-

борную матрицу 2, нагретую до определенной температуры ( R  ― 

наружный радиус литейной формы; 
1R  ― внешний радиус конструк-

ции разъемной матрицы; 
1b  ― толщина стенок конструкции в це-

лом). После установки ЛФ матрицу охлаждают до комнатной темпе-

ратуры. 
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Рис. 1. Схема металлической разборной конструкции устройства (а); 

1 – литейная форма; 2 – разъемная матрица; схема обозначения дуг сетки для 

расчета нормальных напряжений и перемещений в криволинейном элементе (б, г); 

распределение напряжений (в); 

распределение перемещений по граням элемента (д) 
 

В результате охлаждения матрицы в ЛФ 1 реализуется напря-

женное состояние всестороннего сжатия. Затем в ЛФ 1 заливается 

жидкий металл, герметизируют ЛФ и впрыскивают в нее дозирован-

ное количество воспламеняющейся жидкости, которая, сгорая, созда-
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ет в ЛФ внутри форменное газовое давление. Под этим давлением и 

происходит кристаллизация жидкого металла до требуемого значе-

ния толщины отливки сферической формы. 

Математическая постановка задачи. В результате заливки 

жидкого металла в сборную металлическую конструкцию сфериче-

ской формы будем иметь: I ― область жидкого металла; II ― область 

затвердевшего металла (корочка); III ― литейная форма; IV ― мат-

рица. 

Использую уравнения линейной теории упругости, запишем в 

декартовой системе координат систему уравнений: 

Область I: 

 11 22 33 1;   Р           . (1) 

Область II, III, IV: 

  

 

, ij

, ,

1
0;  2 ;   ;   

3

; 3 3 ; 

  0,5 ;

ij j ij ij p ij ij ij

ii ii p p n p

ij i j j i

p

G

k

U U

a

      

      



 

 



    

   

 

 

 (2) 

где ij  ― компоненты тензора напряжений, 
iU  ― перемещения; ij  

― компоненты тензора упругих деформаций;   ― гидростатическое 

напряжение; ( )pG   ― модуль сдвига оболочки ( р ); , ,р II III IV ; 

ij  ― символ Кронекера; pk  ― коэффициент объемного сжатия в 

области ( р ), p  ― коэффициент линейного расширения в области (

р );   ― удельный вес разливаемого металла; pa  ― коэффициент 

температуропроводности в области ( р ); pa
с




 ; с  ― удельная теп-

лоемкость;   ― коэффициент теплопроводности; n  ― текущая 

температура; p
  ― начальная температура в области ( р ). В системе 

(2) используется суммирование по повторяющимся индексам. 

В процессе охлаждения жидкого металла при условии, что тем-

пература металла M K   ( K  ― температура кристаллизации) 

определяется толщина затвердевшего слоя из решения уравнения 

межфазового перехода: 

 1 2
1 2 ,

d d d
L

ddn dn

 
  




   (3) 
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где 
1  и 

2  ― соответственно температуры в твердой и жидкой фа-

зах, 
1  и 

2  ― коэффициенты теплопроводности в соответствующих 

фазах,   ― толщина корочки; L  ― скрытая теплота плавления,   

― плотность, n  ― нормаль к границе двух фаз;  ― время.  

Время процесса кристаллизации 
*  разбивается на малые шаги 

n  ( n ― номер временного шага). На каждом временном шаге 
n  

вычисляется изменение толщины твердой фазы 
n  

 
1

n

n   . 

При этом предполагается, что температура в твердой фазе по 

толщине 
n  изменяется по линейному закону и градиент температу-

ры в жидкой фазе равен нулю. С учетом этого, решение уравнение (3) 

дает следующую зависимость. 

 n C   , 1 12
C

L

 




 , (4) 

здесь 
1  ― перепад температур в твердой фазе вблизи фронта кри-

сталлизации. 

Для решения уравнений теории упругости в системе (2) исполь-

зовался численный метод [5], суть которого заключается в разбиении 

исследуемой области семействами ортогональных поверхностей на 

элементы. Для каждого элемента в принятой системе ортогональных 

координат ( ,  1, 2,3i i  ) в разностной форме записывается система 

уравнений (1), включающая средние значения напряжений и пере-

мещений по граням элемента дуг, ограничивающие его объем (рис.1, б). 

 Перепишем уравнения равновесия и дифференциальные вы-

ражения ij  (2) в разностной форме в соответствии с работой [5]: 

 

( ) ( ) 0,5

0,5 0,5 ( 2 )

( 2 ) 0;  

, , 1, 2,3; ;

ik ij ii jj ij ki ii kk ii ij ki

ik ki kj ij ji jk ji jk jk ji ij

ki kj kj ki ik

S S S S S S

S S S S S S S S

S S S S

i j k i j k

    

  



       

        

    

  

 (5) 

Здесь суммирование по индексам ,  ,  i j k  отсутствует, а также 

внесены обозначения 

 1 20,5( )ij ij ij    , 2 1
ij ij ij     , ( , 1, 2,3)i j  , 

где ( 1,2,3;  1, 2)d
ii i d    ― нормальное напряжение, действующее 

на криволинейной поверхности «d» элемента (m), нормалью к кото-
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рой является касательная к координате ;  ( )d
i ij i j    ― касательное 

напряжение в направлении j  по криволинейной поверхности «d» 

элемента (m). 

Значения длин дуг элементов сетки 
j

ik
S  вычисляются как среднее 

от значения длин дуг границы граней (ребер) (рис. 1, б), при этом 

введены обозначения 

 1 2
ij ij ijS S S  , 2 1

ij ij ijS S S   . 

Для нормальных компонент тензора деформаций используем 

следующие формулы [5]: 

 

22 2
,

( , , 1, 2, 3;  )

j jii k ki

ji ji ij ki ik

U SU U S
ii S S S S S

i j k i j k


 

    

  

 (6) 

где 1 2

i i iU U U  , 2 1

i i iU U U   . 

Сдвиговые деформации ( )i jij   по элементу (m) определяются 

как среднее от значений ij  в узлах элемента (рис. 1, б) 

  0 0 0 0 1 1 1 11
( )

8
a b c d a b c d

mij ij ij ij ij ij ij ij ij                . (7) 

Значения 0
ij  в узле (рис. 1, в) согласно [5] имеет вид 

 
0

2 2
0,5 0,5 ,

( , 1,2,3;  )

j j i i
ij

U US S S Sj iU Uj iS SS S S Si ji j i j

i j i j



     
   

 

 (8) 

где 

 

1 2 2 1

1 2 1 2
.

;  ;

;  

i i i i

i i i i i i

S S S U U Ui i

S S S S S S     

    

   
 

значения ( 1,2)
j

iU j   вычисляются как средние от значений переме-

щений по граням элемента, примыкающих к данному ребру. 

Справедливость полученных выражений (5), (6) и (8) показана в 

работе [5] на примере выделенного элемента в цилиндрической си-

стеме координат. 

С учетом того, что 

 2 ( )ii jj p ii jjG      , 
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для элемента (рис. 1, б) алгебраическую систему уравнений перепи-

шем в виде 

 

2 ( ) 2 ( ) 0,5

0,5 0,5 ( 2 )

( 2 ) 0;  

, , 1, 2,3;  .

ik ij p ii jj ij p ki ii kk ii ij ki

ik ki kj ij ji jk ji jk jk ji ij

ki kj kj ki ik

S S G S G S S S

S S S S S S S S

S S S S

i j k i j k

    

  



       

        

    

  

 (9) 

 11 22 11 222 ( )pG      , (10) 

 
11 33 11 332 ( );

2 ;  , 1,2;  ;

p

ij p ij

G

G i j i j

   

 

  

  
 (11) 

 *

11 22 33 3 3 ( ) 0p p pk            . (12) 

Для осесимметричных задач имеем  

 31 32 13 23 30;  0;  0.u         

Тогда система уравнений (5) и выражения 12  примут вид 

 

13 12 11 22 12 13 11 33 11 12 13

12 21 23 21 23 23 21 21

21 23 22 33 23 21 22 11 22 23 21

21 12 13 12 13 13 12 21

( ) ( ) 0,5

0,5 ( 2 ) 0;

( ) ( ) 0,5

0,5 ( 2 ) 0.  

S S S S S S

S S S S S S

S S S S S S

S S S S S S

    

 

    

 

       

      

       

      

 (13) 

 
11 22 11 33

22 33 22 33

2 ( );

2 ( ).

p

p

G

G

   

   

  

  
 (14) 

 *

11 22 33 3 3 ( ).p p n pk            (15) 

 

1 2 21 2 1 12
11 22

21 21 12 32 12 21

13 231 2
22

31 31 23 32

2 2 2 2
;   ;

2 2
.

U U S U U S

S S S S S S

S SU U

S S S S

 



   
     

 
   

 (16) 

Здесь 

 1 2 2 1;   ( 1,2)i i i i i iU U U U U U i      . 

Уравнения (13) – (16) записаны с учетом того, что  

 1

3

0
U

x





; 3

3

0i

x





; 1, 2,3i  . 
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Для тел вращения имеет место 

 31 0S  ; 32 0S  ; 1

3

0
U

S


 ; 2

3

0
U

S


 ; 3 0U  .  

на поверхности 1 3 1 1: 0;x x S S    на поверхности 2 3 2 2: 0x x S S    

сдвиговые значения ( )i jij   запишутся для узла (0) в виде 

 0 2 2 1 12 1
12 2 1

1 21 2 1 2

2 2
0,5 0,5 ,

S S S SU U
U U

S SS S S S


   

 
  

   (17) 

где 

 1 2

i i iS S S  ; 2 1

2 1i i iU U U   ; 1 2

i i iS S S    ; 1 2

i i iS S S    . 

значения iU  вычисляются как средние от значения iU  по граням 

элемента. 

В нашем случае, имеем одномерную задачу. Рассмотрим мери-

дианное сечение (рис.2), I – I ― ось вращения, R  ― наружный ради-

ус литейной формы; 
отлR  – внешний радиус отливки; h1 = S  ― тол-

щина затвердевшей корочки отливки; 
2h  ― толщина стенки литей-

ной формы; 
3h  ― толщина стенки матрицы;

1S  ― поверхность кон-

такта жидкого и затвердевшего твердого металла; 
2S  ― поверхность 

контакта затвердевшего металла и литейной формы; 
3S  ― поверх-

ность контакта литейной формы и матрицы; 
4S  ― свободная поверх-

ность матрицы; 
5 6,S S  ― поверхности вырезанной части шаровой 

конструкции. 

  
Рис. 2. Расчетная схема (часть шарового сегмента) конструкции: 

1 3R R h  ; 2отлR R h  ; 1 2 3b h h  . 

1S

4S

2S

1
1S

3S

1
2S

2

1R

R

5S

6S

3

1

отлR

I

I

I

III

II

IV

3h

2h

1h
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Для одномерной осесимметричной задачи в ортогональной си-

стеме координат 1 2( , )   имеем 

 0ij  ; i j ; 0iu  ; 2,3i  ; 22 33  ; 

 22 33  ; 0ij  ; i j . 

Тогда имеем систему уравнений 

 12 11 22 11 122 ( ) 0,5 0;pS G S        (18) 

 11 22 11 222 ( );pG       (19) 

 11 22 33( ) / 3;       (20) 

 *

11 22 33 3 3 ( );p p n pk            (21) 

 ; ;11 22 33
1 1

2 C

u u
RR

    



 (22) 

где 
C

R  ― расстояние до центра тяжести элемента. 

Для решения уравнения теплопроводности используется числен-

ный метод, описанный в работе [5]. В соответствии с данным мето-

дом, для каждого внутреннего k -го элемента записывается тепловой 

баланс, из которого выводится уравнение теплопроводности в раз-

ностном виде и строится итерационная процедура 

 
*

12 1 11 1 21 2 32 3 31 3

12 11 22 21 32 311

k
k

t t t t t

t t t t t t

     


        


     
. (23) 

Здесь 

1 21 1
11 1 12 1

21 21 21 21

1 21 2
21 2 22 2

12 12 12 12

1 23 1
31 3 32 3

13 13 23 23

2( ) 2( )
;   ;

2( ) 2( )
;   ;

2( ) 2( )
;   ;

12 13 21;  ;  
8

k k

k k

k k

t F A t F A
S S S S

t F A t F A
S S S S

t F A t F A
S S S S

j
k i

k k k

S S S
A V F

c V

   

   

   





 

 

 

 

 

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
 

1 2 1 2 1 2

;  ( );

;  ;  ;  ( , , 1, 2,3; 1)

j j
ipik

ij ij ij ij ij ij ij ij ij

S S i k p

S S S S S S S S S i k p j     

   

       

(24) 

где *
k  ― средняя температура в k -ом элементе в начале временного 

шага m ; ,  ,  k k kc V  ― соответственно удельная теплоемкость, 

удельный вес и объем k -го элемента; ,  k k   ― соответственно зна-
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чения коэффициента теплопроводности и температура в k-ом элемен-

те в конце временного шага m ; ,  i i    ― соответственно коэф-

фициент теплопроводности и температура в элементе, следующим за 

элементом k  по координате 1  в отрицательную сторону; ,  i i    ― 

аналогичные параметры в положительном направлении; 
p
ijS  ― сред-

нее значение от дуг ребер элементов. Так, например 
1

12 0 0 1 10,5( )S a b a b  , тогда 21 31S S  и ( )рi jiS S p j i    (рис.1, б). 

Выражение (24) может рассматриваться как система уравнений, 

1, ,k n  , где n  ― число элементов, на которые разбита область. 

Положим, что ,  ,  k k kc V const  . 

В такой постановке имеем одномерную задачу. На рис. 1, б пред-

ставлена расчетная схема (часть шарового слоя) с учетом осевой 

симметрии (I-I ― ось вращения). Тогда система (23) будет линейная 

и может быть решена итерационным методом. В работе [5] доказыва-

ется сходимость итерационной процедуры (23). 

Для нашей одномерной задачи выражение (23) имеет вид: 

 
*

12 1 11 1

12 111

k
k

t t

t t

  


  


 
. (25) 

Граничные условия: 

12 23 13 2 3 22 33 12 23 13

11 11 1
4 1

* * 0 0

4

0;  0;  ;  0;

0;  ;

;  20 ;  20 ;

* ; 0; 2,3;

S S

SI k II

u u

P

C C

q i
III M i

       

 

   

 

        

  

  

  

 (26) 

где температура М  может варьироваться; ,  5,6q i
i

 ― тепловой по-

ток по поверхностям 
5 6
,  S S . 

Переход к эквивалентной системе уравнений. Разобьем иссле-

дуемую область на N  частей по координате 1  (рис. 2) от 1 0   до 
*

1 1  . Тогда будем иметь N  элементов.  

Количество неизвестных:  1 1u N  ;  11 1N  ;  22 N ; 

1 2

22 22  ;  N ; то есть имеем 4N неизвестных и 4N уравнений в 

численном виде (18), (19), (20), (21) 
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Разобьем все неизвестные на две группы (множества): независи-
мые и зависимые. 

Примем за независимые переменные  
3

1;  
S

X u  , всего ( 1)N   

независимых переменных. Построим последовательность по опреде-
лению зависимых переменных и новую (эквивалентную) систему 
уравнений. 

Выразим из уравнения (21) 2

iu  с учетом (22) 

 2 1

1 1 1u u А  , (27) 

где 1А  ― оператор, не содержащий 2
1u . Следуем по области от 

1 0   до *

1 1  . 

Рассмотрим уравнения (18), выразим из них 1

11  

 1 2

11 11 2 ,А    (28) 

где 2А  ― оператор, не содержащий 1

11 . 

Данные рекуррентные выражения будем удовлетворять от 
*

1 1   до 1 0  . 

На поверхности 
3S  имеет место уравнение  

 
3

1 *

1 11 11 0,
S

F      (29) 

где 
*

11  ― задана граничными условиями (26). 

Из уравнений (19) определяем 1 2

22 22 22( )    по каждому эле-

менту 

 22 11 11 222 ( )G      . (30) 

Следующая группа уравнений 

  2 11 22 33

1
0

3
F          (31) 

по каждому элементу. 

Таким образом, имеем одно уравнение (29) и N уравнений (31). 

Всего (N+1) уравнений равное числу независимых переменных. Чис-

ло неизвестных уменьшилось в несколько раз. 

Коэффициенты и свободные члены новой линейной эквивалент-

ной системы уравнений можно найти с помощью следующей проце-

дуры: 

Пусть эквивалентная система уравнений имеет вид: 

 0i ij j iF x b   , , 1,...,i j n . 
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Если положить все неизвестные равными нулю 0ix  , 1,...,i n , 

то, пробегая вышеприведенную последовательность, и, насчитывая 

iF  по формулам, найдем свободные члены новой системы 

 0

i iF b , 1,...,i n . 

Далее находим коэффициенты ij . Для этого положим 1kx  , 

0ix  ,  ;  1,...,i k i n  . Опять, пробегая вышеуказанную последова-

тельность, находим k
iF  и ik  по формуле 

 
0

1

k

i i
ik

F F



 , 1,...,i n . 

Таким образом, определяется вся матрица ik  новой эквивалент-

ной системы. Решение этой системы осуществляется по стандартной 

программе методом Гаусса. 

Алгоритм численного решения задачи 

1 Время охлаждения 
*

  разбивается на конечное число шагов: 
*

n   , n  ― номер временного шага. 

2 Исследуемая область разбивается на конечное число ортого-

нальных элементов. 

3 Задаются начальные и граничные условия по элементам, обра-

зующих рассматриваемую область, и значения констант физико-

механических свойств материалов. 

4 Вычисляются длины дуг элементов
 ( , 1,2;  ;  1,2)j

ikS i k i k j   . 

5 Определяется поле температур на временном шаге n  чис-

ленным решением уравнения теплопроводности (25) при наличии 

начальных и граничных условий на данном временном шаге. 

6 Если температура в области (I) у поверхности 
1S  

1
KS

  , то 

вычисляется толщина закристаллизовавшейся корочки n  по форму-

ле (4) и следует переход к пункту п. 4. 

7 Решается система уравнений (18), (19), (20), (21) с учетом раз-

ностных аналогов и разработанной выше методики. Определяются 

поля напряжений 11 22,     и перемещений 
1

u . 

8. Производится шаг по времени. Если 
*

n   , то выполняет-

ся операция п. 4. Если 
*

n    ― процесс вычисления закончен. 

Результаты численного решения задачи. Примем исходные 

геометрически параметры: 50 ммR  , 2 10 ммh  , 3 40 ммh  . 
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Физические параметры разливаемой стали: 

 1000  * 1550мC C     : 
21000 кг/ммG   (по табличным данным 

[25]); 6 112 10  град    ; 00,0298 Вт/(мм С)   ; (скрытая теплота 

плавления); 444 Дж/(кг С)C   ; 6 37,80 10  кг/мм   ; 
01450К С  . 

Физические свойства металлической формы и матрицы такие же, 

что и физические параметры разливаемой стали, но 
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 (32) 

Заданные временные интервалы n  составляли: 0,01; 0,02; 0,03; 

0,04; 0,05; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 6; 6; 6. 

Чтобы лучше осмыслить влияние предварительного напряженно-

го состояния ЛФ приведем последовательный анализ охлаждения 

стали в металлической литейной форме. На рис. 3 – 8 приведены 

эпюры 
11 , 

22  и 
1u , температуры ( ) для ненапряженной ЛФ и 

охватывающей ее матрицы при начальной температуре 
* * 020 II III C   при 0Р   и 1000 МПаР  . 

 

 
 

Рис. 3. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и температуры 

  при 0P  ; 
020 C   (сплошная линия); 1000 МПаP  ; 

020 C   (пунктирная 

линия); 0;  0,01 сS   ; где S  – толщина затвердевшей корочки металла, мм; 

  – время охлаждения, с. 
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Рис. 4. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и температуры 

  при 0P  ; 
020 C   (сплошная линия); 

1000 МПаP  ; 
020 C   (пунктирная линия); 0,19;  0,06 сS    

 

 

  
Рис. 5. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и температуры 

  при 0P  ; 
020 C   (сплошная линия); 

1000 МПаP  ; 
020 C   (пунктирная линия); 1,9;  0, 45 сS    
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Рис. 6. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и температуры 

  при 0P  ; 
020 C   (сплошная линия); 

1000 МПаP  ; 
020 C   (пунктирная линия); 2,85;  1,65 сS    

 

 

  
Рис. 7. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и температуры 

  при 0P  ; 
020 C   (сплошная линия); 

1000 МПаP  ; 
020 C   (пунктирная линия); 5,3;  7,65 сS    
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Рис. 8. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и температуры 

  при 0P  ; 
020 C   (сплошная линия); 

1000 МПаP  ; 
020 C   (пунктирная линия); 22,6;  8, 27 сS    

 

Как было установлено в предыдущих работах [26, 27, 28, 29], при 

заливке жидкого металла в ЛФ имеют место в начальный момент 

времени значительные сжимающие напряжения в приконтактных 

слоях ЛФ с жидким металлом. В тоже время газовое внутреннее дав-

ление в ЛФ распирает как ЛФ, так и охватывающую ее матрицу. 

Следовательно, возникающие в ЛФ сжимающие напряжения, поло-

жительно влияют на стойкость ЛФ. Все это хорошо прослеживается 

на рис. 3 – 8, где сплошными линиями обозначены эпюры при 0Р  , 

пунктирными при внутреннем газовом давлении 1000 МПаР  . 

 На рис. 9 – 14 приведены эпюры σ11, σ22 и температуры   при 

1000 МПаР  ; * 020III C  ; * 020IV C   (сплошные линии); 
* 0200IV C   (пунктирные линии). На рис. 9 показано фактическое 

влияние предварительного нагрева при заданном внутреннем давле-

нии 1000 МПаР  . 
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Рис. 9. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  

и температуры   при 1000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия);  

 (пунктирная линия); 0;  0,01 сS    

 

По мере охлаждения (рис. 10 – 14) довольно значительно изме-

няются значения 
22  в ЛФ (область III). Без предварительного сжа-

тия напряжения в ЛФ за счет резких температурных перепадов, вы-

зывающих сжимающие напряжения в контактных слоях ЛФ, изменят 

знак σ22, переходя от растягивающих (рис. 10) в сжимающие (рис. 11 

– 14). Предварительное сжатие ЛФ еще больше усиливают сжимаю-

щие напряжения. При этом вся область ЛФ находится в зоне напря-

жений сжатия (всестороннее сжатие). Интересно отметить, что в 

ненапряженном состоянии ЛФ появляющаяся на поверхности 
2S  за-

кристаллизовавшаяся корочка имеет положительные значения 
22  

(рис. 10 – 14), возрастающие по мере охлаждения ЛФ. При предвари-

тельном напряженном состоянии ЛФ это явление быстро исчезает 

уже с 1 с.   

В приграничном слое ЛФ появляются большие сжимающие 

напряжения. Это объясняется тем, что большие значения температур 

в этом слое провоцируют увеличение его объема, которому препят-

ствуют холодные периферийные слои и кривизна ЛФ. 
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Рис. 10. Эпюра нормальных напряжений 

11 , 
22 , перемещений 

1u  и темпе-

ратуры   при 1000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 0,17;  0,06 сS    

 

 

 
Рис. 11. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и темпе-

ратуры   при 1000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 1,34;  0, 45 сS    
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Рис. 12. Эпюра нормальных напряжений 

11 , 
22 , перемещений 

1u  и темпе-

ратуры   при 1000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 2,86;  1,65 сS    

 

 

 
Рис. 13. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и темпе-

ратуры   при 1000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 5,3;  7,56 сS    
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Рис. 14. Эпюра нормальных напряжений 

11 , 
22 , перемещений 

1u  и темпе-

ратуры   при 1000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 8, 27;  22,6 сS    

 

Закристаллизовавшиеся слои металла, примыкающие к ЛФ, 

охлаждаясь, уменьшаются в объеме, чему препятствует большое 

внутреннее давление и кривизна ЛФ. 

 Приведенные результаты показывают, что при внутреннем га-

зовом давлении 1000 МПаР   и предварительном напряженном со-

стоянии ЛФ (охлаждение сжимающей матрицы от 
0200 C  ), вся 

область ЛФ (область II) находится в состоянии всестороннего сжатия 

в процессе кристаллизации жидкого металла 0 22,6 с  . Толщина 

закристаллизовавшейся корочки при этом 22,6 ммS  . Дальнейшее 

охлаждение и кристаллизация металла ведет к выравниванию полей 

температур как в ЛФ, так и в матрице, а следовательно, и падению 

эффекта от предварительного сжатия ЛФ. 

 На рис. 15 – 20 показаны результаты расчета кристаллизации 

металла в ЛФ при внутреннем газовом давлении 2000 МПаР   и 
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(ЛФ) находится в состоянии всестороннего сжатия, хотя нужно отме-

тить, что охватывающая ЛФ матрица находится по напряжениям 
22  

в состоянии растяжения, и довольно значительном (рис. 20). 

 

 
Рис. 15. Эпюра нормальных напряжений 

11 , 
22 , перемещений 

1u  и темпе-

ратуры   при 2000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 0;  0,01 сS    

 

 
Рис. 16. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и темпе-

ратуры   при 2000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 0,19;  0,06 сS    
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Рис. 17. Эпюра нормальных напряжений 

11 , 
22 , перемещений 

1u  и темпе-

ратуры   при 2000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 1,3;  0, 45 сS    

 

 

 
Рис. 18. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и темпе-

ратуры   при 2000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 2,8;  1,65 сS    
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Рис. 19. Эпюра нормальных напряжений 

11 , 
22 , перемещений 

1u  и температуры 

  при 2000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 5,3;  7,56 сS    

 

 

 
Рис. 20. Эпюра нормальных напряжений 11 , 22 , перемещений 1u  и температуры 

  при 2000 МПаP  ; 
020 C   (сплошная линия); 

0200 C   

(пунктирная линия); 8, 27;  22,56 сS    
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Газовое давление целесообразно включать не сразу после залив-

ки, а по истечении примерно 8 с., тогда в ЛФ не будет растягиваю-

щих напряжений σ22 (рис. 19). 

По полученным результатам можно полагать, что под действием 

газового давления (1000 – 2000 МПа) можно получать качественные 

сферические отливки толщиной до 10 мм. 

Таким образом, предложен новый подход к использованию воз-

действия газового давления на формирующуюся стальную отливку 

взамен механического прессования, который представляет новые 

возможности и конкурентоспособные технологии получения одно- и 

многослойных полых отливок под газовым давлением, новизна кото-

рых подтверждена полученными авторами патентами на изобрете-

ния.  

Заключение. 

1 Разработана пространственная математическая модель расчета 

НДС сферической отливки в процессе ее затвердевания в предвари-

тельно напряженной металлической литейной форме, установленной 

в сферическую матрицу, подверженную тепловой нагрузке. 
2 Приведен пример расчета по затвердеванию и охлаждению 

сферической стальной отливки в металлической форме. Показано, 
что возникающие в ЛФ сжимающие напряжения положительно вли-
яют на стойкость ЛФ. При внутреннем газовом давлении 

1000 МПаР  и предварительном напряженном состоянии ЛФ 

(охлаждение сжимающей матрицы от 0200 C  ) вся область ЛФ 

(область II) находится в состоянии всестороннего сжатия в процессе 

затвердевания жидкого металла ( 0 22,6 с  ). Дальнейшее охла-

ждение и затвердевание отливки ведет к выравниванию полей темпе-
ратур как в ЛФ так и в матрице, следовательно, к падению эффекта 
от предварительного сжатия ЛФ. 

3 Газовое давление целесообразно включить через 8 сек. после 

заливки, когда в ЛФ не будет растягивающих напряжений 22 . Под 

действием газового давления 1000 – 2000 МПа можно получать каче-
ственные стальные сферические отливки толщиной до 10 мм. 

4 Результаты вычислительных расчетов по разработанной мето-

дологии моделирования позволит значительно сократить объем экс-

периментальных исследований по доработке и доводке технологии 

литья сферических отливок под высоким внутриформенным газовым 

давлением. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 

фонда №24-29-00214, https://rscf.ru/project/24-29-00214/ 
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Numerical modeling of the effect of high gas pressure 

inside the mold on the solidification and cooling 

of a steel casting 
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A numerical scheme and algorithm for calculating the stress-strain state (SSS) of a cast-
ing during its solidification in a spherical metal casting mold installed in a spherical die 
subjected to thermal stress have been developed. The calculation is based on the equa-
tions of linear elasticity theory, thermal conductivity, and an approved numerical meth-
od. A composite spherical casting structure bounded by orthogonal families of surfaces is 
considered. An example is the problem of solidification and cooling of a spherical steel 
casting in a metal mold, which is mounted in a matrix. The calculation results are pre-
sented in the form of diagrams of normal stresses, displacements, and temperatures along 
the cross-section of the spherical structure. The analysis of the obtained calculation re-
sults is given. 

 
Keywords: spherical casting mold, die, stress-strain state, numerical modeling, stress, 
displacement, spherical steel casting, solidification, cooling  
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