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В данной работе рассмотрено применение метода конечных элементов на основе 
смешанного вариационного принципа для решения пространственной частотно-
модальной задачи на примере полости с податливым дном. Выполнен краткий об-
зор литературы по тематике исследования. Изложена строгая математическая 
постановка задачи для описанной механической системы. Введен шестигранный 
конечный элемент среды, подробно изложен процесс численного интегрирования 
кинетической энергии объема жидкости с использованием квадратуры Гаусса-
Лежандра. Введен четырехугольный конечный элемент свободной поверхности, 
подробно изложен процесс численного интегрирования потенциальной энергии 
волнообразования с использованием квадратуры Гаусса-Лежандра. Получено вы-
ражение для аналитического интегрирования потенциала сил контактного взаи-
модействия дна с жидкостью применительно к конечному элементу дна. Изложен 
процесс интегрирования слагаемых функционала полной механической энергии си-
стемы, обеспечивающих условия сопряжения введенных степеней свободы. Усло-
вие сопряжения смещения свободной поверхности и потенциала смещений объема 
жидкости проинтегрировано численно с использованием квадратуры Гаусса-
Лежандра. Условие сопряжения изгибного перемещения упругого дна и потенциа-
ла смещений среды проинтегрировано аналитически.  Приведено описание алго-
ритма численного решения частотно-модальной задачи. Предложены результаты 
расчетов для случая жесткого дна. Выполнен анализ сходимости конечно-
элементных решений к аналитическим для разных вариантов разбиений конечно-
элементной сеткой. Предложены результаты расчета для случая упругого дна. 
Выполнен анализ сходимости результатов решения для случая упругого дна к слу-
чаю жесткого дна при увеличении его толщины. Приведен анализ первой формы 
колебаний для случая упругого дна. Сделаны выводы о применимости реализован-
ных алгоритмов к задачам машиностроения. 
 
Ключевые слова: собственные колебания, пространственная постановка, метод 
конечных элементов, смешанный вариационный принцип, гидроупругая конструк-
ция, численное интегрирование, квадратура Гаусса-Лежандра. 

 

Введение. В литературе распространено моделирование соб-

ственных колебаний, устойчивости, статической деформации осе-

симметричных конструкций, содержащих жидкость, в связи с акту-

альностью данных задач в ракетно-космической технике [1 – 3]. Ис-

пользование осевой симметрии позволяет провести решение в дву-

мерной постановке [4 – 6], как в случае плоских задач гидроупруго-
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сти [7]. Однако для некоторых отраслей машиностроения важное 

значение имеет моделирование гидроупругих конструкций именно в 

трехмерной постановке [8 – 10]. 

В данной работе рассматривается пространственная задача о соб-

ственных колебаниях неосесимметричной тонкостенной полости, за-

полненной жидкостью. Реализация вычислительных алгоритмов вы-

полнена на языке программирования C++ в среде Microsoft Visual 

Studio Community. Исходные данные для расчетов подготовлены в 

среде табличного процессора Excel с использованием языка про-

граммирования Visual Basic for Application (VBA). 

Математическая постановка задачи. На рис. 1 изображена по-

лость формы прямоугольного параллелепипеда, частично заполнен-

ная жидкостью, и прямоугольная система координат. Введены обо-

значения геометрических многообразий: Q ― объем жидкости, U ― 

объем упругого дна,   ― свободная поверхность жидкости,   ― 

смачиваемая поверхность дна. Боковые стенки полости жесткие, их 

поведение не рассматривается. 

Введены обозначения степеней свободы, относительно которых 

проводится решение:   ― потенциал смещений точек объема жид-

кости,   ― нормальное смещение точек свободной поверхности 

жидкости,   ― изгибное перемещение срединной поверхности 

упругого дна, х  и y  ― углы поворота нормали к срединной по-

верхности упругого дна относительно координатных осей. 
 

 
Рис.1. Конструкция с обозначениями рассматриваемых многообразий в декар-

товой системе координат 

 

Полагается, что жидкость идеальная, несжимаемая, а ее движение 

подчиняется гипотезе сплошности. Движение жидкости потенциаль-

но, как было отмечено при введении степеней свободы. Принимает-

ся, что масса жидкости значительно больше массы упругого дна, а 

толщина дна постоянна и достаточно мала, чтобы принять совпаде-
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ние срединной и смоченной поверхности при описании движения 

конструкции. Механическая система находится в однородном грави-

тационном поле интенсивности G , ортогональном поверхности   в 

невозмущенном состоянии. Дно шарнирно закреплено по своей гра-

нице. 

В работах [5, 11, 12] подробно описано применение вариационно-

го принципа смешанного типа к решению задач гидроупругости. В 

данной работе применение этого принципа основано на следующем 

выражении функционала Лагранжа: 

 ,Q U GL T T T V V V = + + − − −  (1) 

где QT  ― кинетическая энергия объема жидкости, T𝛴 и Tγ ― кинема-

тические условия связи степени свободы   со степенями свободы   

и w соответственно, V  ― потенциальная энергия волнообразования 

на свободной поверхности, UV  ― потенциальная энергия деформа-

ции упругого дна, GV  ― потенциал сил контактного взаимодействия 

смачиваемой поверхности дна с жидкостью. 

Выражения для описанных слагаемых приведены в работах [5, 

11]: 

 21
( )

2
Q

Q

T dQ = −  , (2) 

 T d



=  , (3) 

 ( )T w n d 



 =  , (4) 

 
21

2
V G d 



=  , (5) 

( )
1 2 2 1 1 2

1
,

2
G g

r u r u r r
V P u G u u d



 
     

          
= −  −  +                    

  (6) 

где   ― плотность жидкости, n  ― векторное поле внешних норма-

лей к поверхности  , gP  ― скалярное поле гидростатического дав-

ления на поверхность  , u  ― векторное поле перемещений точек 

поверхности  , 1  и 2  ― размерные координаты на поверхности  , 

r  ― векторное поле радиус-векторов точек на поверхности  . 



Моделирование собственных колебаний пространственной гидроупругой … 

ММЧМ 2025 № 4 (48)                                                    7 

Выражение для UV не приведено, т.к. интегрирование потенци-

альной энергии деформации дна не будет описано в данной работе, 

соответствующая этому слагаемому матрица жесткости получена в 

[13]. 

Как было отмечено ранее, граница дна закреплена шарнирно: 

 ( ) 0
r

w r

= . (7) 

В работе [12] приведено выражение для функционала Гамильто-

на, эквивалентное следующему: 

 
0

t

Ldt =  . (8) 

Условие стационарности гамильтониана (7) с граничным услови-

ем (8) представляет собой замкнутую постановку задачи Штурма-

Лиувилля относительно введенных степеней свободы. 

Далее приведено подробное описание интегрирования каждого из 

представленных слагаемых для введенных топологий конечных эле-

ментов. 

Интегрирование кинетической энергии объема жидкости. 

Континуальная область Q  представлена совокупностью шестигран-

ных восьмиузловых конечных элементов, поэтому интегрирование, 

как и в случае других геометрических многообразий, проведено для 

конечного элемента. В общем виде элемент может иметь форму про-

извольного выпуклого шестигранника, как представлено на рис. 2. 

Для данной топологии конечного элемента применяется переход к 

нормализованным изопараметрическим координатам. Преобразова-

ние координат имеет вид: 

 

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

( )( )( )

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 11
,

1 1 18

1 1 1

1 1 1

1 1 1

x x x x x x x x x

y y y y y y y y y

z z z z z z z z z

  

  

  

  

  

  

  

  

− − − 
 

− + − 
 + + −
    

+ − −    
=      − − +       

− + + 
 

+ + + 
 + − + 

 (9) 

где номера 1, 2, … 8 соответствуют локальным номерам узлов конеч-

ного элемента. 
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Рис.2. Схема перехода к нормализованным координатам для шестигранного 

конечного элемента 

 

В ходе преобразований получен вектор, позволяющий лаконично 

осуществить запись промежуточных результатов: 

 ( )
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

,

a a a a

coord a a a a

a a a a

J J J J

J a J J J J

J J J J

  

  

  

  

  

  

 + + +
 

= + + + 
 + + + 

 (10) 

где a  ― соответствующая координата или степень свободы; ,  ,      

― нормализованные координаты, вспомогательные функции имеют 

вид: 

 

1

1

1

1

2

2

2

2

3

3

3

3

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 11

1 1 1 1 1 18

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J



















− − − − 
 

− − − − 
  − − −
 

− − − 
  − − −
 

− − − 
=  − − −

 
− − − 

 
− − − − 

  − − −
 

− − − − 
  − − − 

1

2

3

4

5

6

7

8

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1

a

a

a

a

a

a

a

a

 
 
 
 −  
  

−  
  −
  

−  
  −
  

−  
  
  

  −  
 
 
 − 

. (11) 

Тогда матрица Якоби представляется следующим образом: 

 ( ) ( ) ( )( )coord coord coordJ J x J y J z= . (12) 

Градиент потенциала смещений имеет вид: 


0

z

y
x




0

1 2

34

5
6

78

1
2

34

5 6

7
8
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 ( )1

coordJ J − =  . (13) 

После дифференцирования градиента потенциала смещений по 

времени представляется возможным найти интеграл кинетической 

энергии с помощью формул (2) и (13): 

 

1 1 1

2

1 1 1

( ) det
2

QT d d J d


   
− − −

= −    . (14) 

Интегрирование проводится численно путем применения квадра-

туры Гаусса-Лежандра [14] с двумя точками по каждой нормализо-

ванной координате: 

 ( )
( ) ( )0 0 0

2 2 2
2

; ; ; ;
1 1 1

( ) det ,
2

Q i j k

i j k

T H H H J
     




=
= = =

= −   (15) 

где 0 0 0,  ,      ― координаты точки Гаусса (соответствующей i , j , 

k ), 1i j kH H H= = =  ― весовые коэффициенты.  

Интегрирование потенциальной энергии волнообразования 

на свободной поверхности. Поверхность   представлена совокуп-

ностью четырехугольных четырехузловых конечных элементов, в 

общем виде элемент может иметь форму произвольного выпуклого 

четырехугольника. Порядок интегрирования аналогичен представ-

ленному в предыдущем пункте, преобразование координат имеет вид 

 

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

4

131 2 4

4
31 2 4

1

1 1

1 11

1 14

1 1

i i

i

i i

i

x f
xx x xx

yy y yy
y f

 

 

 

 

=

=

− −   
   − +      = =    + +     
    + −   




. (16) 

Матрица Якоби имеет вид 

 
1 2 1 2

1 3 1 3

x x y y

x x y y

J J J J
J

J J J J

 

 

+ + 
=  

+ + 
. (17) 

Вспомогательные функции (аналогично для y): 

 

1

1

2

2

3

3

4

1 1 1 1
1

1 1 1 1
4

1 1 1 1

x

x

x

x
J

x
J

x
J

x

 
− −    

    = − −    
   − −     

 

. (18) 

По аналогии с предыдущим пунктом, координаты изопараметри-

ческие, поэтому подынтегральное выражение принимает вид: 
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4 4

2

1 1

i j i j

i j

f f  
= =

= . (19) 

С помощью формул (5) и (19) получаем выражение для численно-

го интегрирования: 

 ( )
( ) ( )0 0

1 1 2 2
2 2

; ;
1 11 1

det det
2 2

i j

i j

G G
V d J d H H J

   

 
   

=
= =− −

= =   . (20) 

Интегрирование кинематических условий связи степеней 

свободы. Условие сопряжения координат на поверхности 𝛴 может 

быть получено путем использования преобразования координат 

предыдущего пункта: 

 
4 4

1 1

i j i j

i j

f f  
= =

= . (21) 

Выполнив дифференцирование по времени, из формул (3) и (21) 

можно получить окончательное выражение: 

 ( )
( ) ( )0 0

1 1 2 2

; ;
1 11 1

det deti j

i j

T d J d H H J
   

     
=

= =− −

= =   . (22) 

Условие сопряжения степеней свободы на поверхности   полу-

чено аналитически для прямоугольного четырехузлового конечного 
элемента, описание которого приведено в [13]. Размеры элемента 
обозначены как 2a  и 2b , перемещение внутри элемента может быть 

представлено в виде: 
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
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
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






















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  
  
  
  
  
  
  
  

=   
  
  
  
  
  
  
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  

 (23) 
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где x  и y  ― локальные координаты элемента, показанные на рис. 

3. 

 
Рис.3. Ориентация локальной системы координат конечного элемента 

упругого дна 

 

Исходя из того, что узловые значения обобщенных координат из-

вестны, представляется возможным найти значения i  ( 1,  2 12i =  ). 

Выполнив дифференцирование по времени, следующий интеграл 

может быть вычислен аналитически: 

 
1 1

1 1

( )T w n d ab dx wdy   



   
− −

=  = −   . (24) 

Интегрирование потенциала сил контактного взаимодей-

ствия смачиваемой поверхности дна с жидкостью. Интегрирова-

ние данного слагаемого проведено аналитически по аналогии с 

предыдущим пунктом. 

Принимается компланарность вектора нормали к конечному эле-

менту, вектора направления оси Ox  и вектора направления оси Oz  

― данная гипотеза позволяет получить выражения, применимые для 

более общего случая геометрии дна. Ориентация локальной системы 

координат элемента изображена на рис. 3, здесь направление 1  сов-

падает с направлением x , а направление 2  совпадает с направле-

нием y . 

Первое слагаемое под знаком интеграла в формуле (6) может 

быть преобразовано в тождество: 

0

2w

y

x
0

y

x

3w

1w

2w 
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1 2 2 1

0

sin( ) cos( ) 0
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sin( )

T

g g

w

x

r u r u w
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y
w

w

y







 
   





 
 

 
            −  = =           −   

 
  

. (25) 

Второе слагаемое под знаком интеграла в формуле (6) приводится 

к лаконичному виду: 

 ( ) 2

1 2

cos( )
r r

G u u w G  
 

  
   = − 

  
. (26) 

Таким образом, из формул (6), (25) и (26) получаем окончатель-

ное выражение: 

 

1 1

2

1 1

1
cos( )

2
GV Gab d w d   

− −

=   . (27) 

Численный алгоритм решения задачи. Для проведения даль-

нейшего решения требуется составить глобальный вектор степеней 

свободы q  и провести ассемблирование матриц масс M  и жестко-

стей K , которые получаются из вычисленных выше интегралов. По-

становка частотно-модальной задачи имеет классический вид: 

 ( )2 0K M q− = . (28) 

Для нахождения собственных частот используется метод после-

довательностей Штурма [15], для этого к матрице СЛАУ (28) приме-

няется модифицированное разложение Холецкого. Собственные 

формы колебаний найдены методом обратной итерации [15].  

Примеры численного решения задачи. Проведен ряд решений 

для различных вариантов толщин h  упругого дна. Плотность жидко-

сти полагается равной 1000 =  кг/м3; габариты части полости, за-

полненной жидкостью, приняты 2 3xa =  м, 2 2ya =  м,  1za =  м; ин-

тенсивность гравитационного поля задана 9.81G =  м/с2; модуль 

упругости первого рода материала дна принят 
107.2·10E =  Па, а ко-

эффициент Пуассона принят 0.3 = . В случае, если дно достаточно 

жесткое (этот случай может быть обеспечен выбором толщины h , 

при которой w  ), описанная задача допускает простое аналитиче-

ское решение: 
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2 22 2

2

, ,
2 2 2 2

n m z

x y x y

n m n m
G th a

a a a a

   


 
       = + +          

       
 

      (29) 

где n  и m  ― количество полуволн по направлению осей Ox и Oy со-

ответственно. 

В таблице 1 предложено сравнение результатов конечно-

элементного и аналитического решений для 10 различных вариантов 

разбиения конечно-элементной сеткой в случае жесткого дна. Были 

проанализированы первые три частоты собственных колебаний. 
Таблица 1 

Результаты решения задачи в случае жесткого дна 

№ 

Количество узлов Собственная частота 

Вдоль координатных осей 
Всего 

1 тон 2 тон 3 тон 

Ox Oy Oz f1, Гц f2, Гц f3, Гц 

1 4 3 2 24 0.4838 0.6821 0.7658 

2 7 5 3 105 0.4585 0.6180 0.6.925 

3 10 7 4 280 0.4540 0.6069 0.6794 

4 13 9 5 585 0.4525 0.6029 0.6749 

5 16 11 6 1056 0.4518 0.6012 0.6728 

6 19 13 7 1729 0.4514 0.6002 0.6717 

7 22 15 8 2640 0.4511 0.5995 0.6709 

8 25 17 9 3825 0.4510 0.5993 0.6705 

9 28 19 10 5320 0.4509 0.5989 0.6702 

10 31 21 11 7161 0.4508 0.5989 0.6700 

Аналитическое решение 0.4505 0.5980 0.6690 

 

На рис. 4 предложены результаты нахождения первых трех частот 

собственных колебаний для одного варианта разбиения конечно-

элементной сеткой (вариант 5 в таблице 1), но для разных толщин 

дна. На рис. 5 представлена первая форма собственных колебаний 

для случая толщины 4h =  мм. 
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Рис.4. Графики зависимостей собственных частот от толщины дна для 

одной конечно-элементной модели (№ 5 в таблице 1), 

числами обозначены тона колебаний 
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Рис.5. Первая форма колебаний (модель 5 в таблице 1) в случае толщины дна 4 мм: 

сверху показано смещение свободной поверхности, а снизу – смещение дна 

 
Обсуждение полученных результатов. При анализе таблицы 1 

можно заметить, что сходимость конечно-элементного решения к 
аналитическому монотонная, причем каждое из трех решений асимп-
тотически приближается к эталонному решению сверху, что вполне 
ожидаемо – грубая конечно-элементная сетка искусственно завышает 
жесткость конструкции, тем самым завышая частоты собственных 
колебаний. Кроме того, скорость сходимости убывает с увеличением 
порядка рассматриваемого тона колебаний, что также ожидаемо – 
для моделирования более сложной формы колебаний, описываемой 
более высоким порядком гармоник, требуется большее количество 
конечных элементов. 

Графики на рис. 4 показывают, что при увеличении толщины пла-
стины значение собственной частоты монотонно сходится к соответ-
ствующему значению в случае жесткой пластины (приведено в таб-
лице 1). При этом каждый из графиков подходит к асимптоте снизу, 
так как чем больше толщина пластины, тем больше жесткость кон-
струкции и, соответственно, больше значения частот собственных 
колебаний. Скорость сходимости в данном случае возрастает с уве-
личением порядка рассматриваемого тона колебаний, так как более 
высокому тону соответствует более высокий вклад волнообразования 
на свободной поверхности в потенциальную энергию системы по 
сравнению с вкладом потенциальной энергии деформации упругого 
дна. 

Форма собственных колебаний конструкции по первому тону, 
представленная на рис. 5, имеет вид одной полуволны для свободной 
поверхности и двух полуволн для дна, причем области повышенного 
гидростатического давления соответствует смещение дна по направ-
лению вектора интенсивности гравитационного поля (и наоборот). 

Выводы. Реализация описанной математической модели позво-
ляет получить наглядные непротиворечивые результаты решения мо-
дельной задачи, подтвержденные в частном случае точным аналити-
ческим решением. Провести исследование сходимости решения 
удобно именно на регулярной конечно-элементной сетке, поэтому 
геометрия задачи была принята соответствующей удобному построе-
нию конечно-элементных моделей. 

На основании проведенного анализа можно заключить, что реа-
лизованные алгоритмы могут быть применены для решения практи-
ческих задач машиностроения. Дальнейшее развитие работы предпо-
лагает, в том числе, использование разработанных алгоритмов для 
решения задач прочности авиационных конструкций, не обладающих 
широко рассмотренной в литературе осевой симметрией. 
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Identification of operational parameters ensuring 

the stability of a monopropellant-fueled 

thermocatalytic liquid rocket engine 
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The application of the finite element method based on the mixed variational principle for 

solving a three-dimensional eigenvalue problem using the example of a cavity with an 

elastic bottom is considered. A brief review of the literature on the subject of the study is 

provided. A rigorous mathematical formulation of the problem for the described mechan-

ical system is presented. A hexagonal finite element of the fluid is introduced, the tech-

niques of numerical integration of the kinetic energy of the liquid volume is described in 

using the Gauss-Legendre quadrature. A quadrangular finite element of the free surface 

is introduced, the techniques of numerical integration of the potential energy of wave 

formation using the Gauss-Legendre quadrature is described. An analytical expression 

for integration of the potential of the bottom contact interaction forces with a liquid is 

obtained as applied to a finite element of the bottom. The techniques of integrating the 

terms of the functional of the total mechanical energy of the system, providing the condi-

tions for conjugation of the introduced degrees of freedom is described. The conjugation 

condition of the free surface displacement and the displacement potential of the fluid vol-

ume is integrated numerically using the Gauss-Legendre quadrature. The conjugation 

condition of the elastic bottom bending displacement and the medium displacement po-

tential is integrated analytically. The description of the algorithm of numerical solution 

of the frequency-modal problem is given. The calculation results for the case of a rigid 

bottom are presented. The analysis of convergence of finite element solutions to analyti-

cal ones for different variants of partitions by finite element mesh is performed. The cal-

culation results for the case of an elastic bottom are presented. The convergence analysis 

of the solution results for the case of an elastic bottom to the case of a rigid bottom with 

an increase in its thickness is performed. The analysis of the first form of oscillations for 

the case of an elastic bottom is presented. Conclusions are made about the applicability 

of the implemented algorithms to mechanical engineering problems. 
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