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Рассматривается применение модели двухфазной фильтрации с учетом капилляр-

ных эффектов для моделирования технологии RTM, используемой для производства 

композиционных материалов. Сформулирована система уравнений типа конвекции-

диффузии. Для ее численного решения применен метод Galerkin/least-squares (GLS), 

позволяющий избавиться от осцилляций в решении, возникающих при преобладании 

конвективного слагаемого над диффузионным. Произведено сравнение результатов, 

полученных на основе модели двухфазной фильтрации и на основе программного 

комплекса PAM-RTM. Модель реализована в программном комплексе 

Manipula/SMCM, разрабатываемом в НОЦ «СИМПЛЕКС» МГТУ им. Н.Э. Баумана. 
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Введение. Применение композиционных материалов в настоя-

щее время находит все более широкое применение в различных обла-

стях промышленности. Одной из технологий производства компози-

тов является resin transfer moulding (RTM) – метод инжекции жидкой 

смолы в закрытую форму под давлением. Метод требует использова-

ния специальной оснастки, состоящей из двух частей: матрицы и пу-

ансона. На матрицу в один или несколько слоев выкладывается ар-

мирующий материал. После смыкания формообразующей оснастки 

во внутреннюю область по специальным каналам подается связую-

щее до полной пропитки. Существуют различные вариации этой тех-

нологии, среди которых Light RTM, HP-RTM и пр. Данный метод 

позволяет создавать высококачественные изделия из композитов, об-

ладающие массой положительных эксплуатационных характеристик. 

В то же время, изготовление оснастки часто является сложным и до-

рогостоящим процессом. Кроме того, на качество конечного изделия 

влияет множество факторов: оптимальность выбора точек ввода смо-

лы, минимизирующая наличие сухих зон, скорость пропитки, нали-

чие остаточной пористости и т.д. В частности, в работе [1] рассмот-

рены особенности формирования пустот в тканевых композицион-

ных материалах и их типы. Таким образом, очевидно, что возникает 

необходимость в моделировании технологических процессов техно-

логии RTM. 
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Вопросы моделирования пропитки рассматривались во многих 

работах, среди которых можно отметить [2–4]. Наиболее часто в ос-

нове математических моделей лежит классический закон фильтрации 

Дарси. Однако он требует задания компонент тензора проницаемо-

сти, которые часто являются неизвестными для конкретного арми-

рующего материала и определяются на основе экспериментальных 

данных [5, 6]. В работах [7–9] рассмотрено применение теории 

асимптотического осреднения, которая позволяет численно опреде-

лять эффективные компоненты тензора проницаемости для заданной 

модели пористой среды. 

При моделировании технологических процессов производства 

композитов на основе метода RTM важным фактором, влияющим на 

качество конечного изделия, является остаточная пористость – суще-

ствование непропитанных областей между отдельными пучками во-

локон и между самими волокнами внутри пучков. Часто пористость 

первого типа называют мезо-пустотами, а второго типа – микро-

пустотами. На их формирование первостепенное влияние оказывают 

капиллярные эффекты, а моделирование осуществляется с точки зре-

ния теории двухфазной фильтрации [10, 11].  

Таким образом, предметом данной работы является применение 

модели двухфазной фильтрации с учетом капиллярных эффектов для 

моделирования технологии RTM. 

Общая система уравнений. Математическая модель двухфазной 

фильтрации основывается на следующей системе уравнений: 

 уравнение фильтрации газовой фазы: 

 ( ) 0
g g

g g

s

t


 


 


v , (1) 

 уравнение фильтрации жидкого связующего (полагается не-

сжимаемой): 

 0l
l

s

t



 


v , (2) 

 обобщенный закон фильтрации Дарси для газовой фазы: 

 
( )g g

g g

g

k s
p


  v K , (3) 

 обобщенный закон фильтрации Дарси для жидкой фазы: 

 
( )l l

l l

l

k s
p


  v K , (4) 

 выражение для связи давлений газовой и жидкой фаз: 
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 g l cp p p  , (5) 

 уравнение состояния газовой фазы: 

 
0

g

g

g g

p

R



 . (6) 

Здесь введены обозначения: 

const   ― пористость; 

gs  ― насыщенность газовой фазы; 

1l gs s s    ― насыщенность жидкой фазы; 

K  – тензор проницаемости; 

,  ,i i g l   ― динамические вязкости фаз; 

( ),  ,i ik s i g l  ― относительные фазовые проницаемости (ОФП); 

cp  ― капиллярное давление в порах, вычисляемое по формуле: 

 ( ) ( ) cos( ) ,cp s J s
k


   (7) 

где ( )J s  ― функция Лаверетта,   ― поверхностное натяжение,       

  ― краевой угол смачивания, k  ― средняя проницаемость. 

Относительные фазовые проницаемости определим на основе 

следующих соотношений: 

 
(1 )

( ) ;  ( ) ,
(1 ) (1 )

g
l

g gl l

LL
g nl n

l g L TL T

n l n n g n

K sK s
k s k s

s E s s E s


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   
 (8) 

где ns  ― нормированная насыщенность: 

 min

max min

( ) ,n

s s
s s

s s





 (9) 

а ,  ,  ,  ,  ,i i i iK L E T i l g  ― параметры модели такие, что 

0,1;  0;  0,1L E T   . 

Введем подвижности газовой и жидкой фаз, а также общую по-

движность соответственно: 

 
( ) ( )

( ) ,  ( ) ,  ( )  ( ) + ( ).
g l

g l g l

g l

k s k s
s s s s s    

 
    (10) 

Кроме того, введем потоковые функции Бакли-Лаверетта: 
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g l
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s s
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Определим среднее давление фаз по формуле: 

  
1

1 .l l g l l c

s

p p f p f f p ds      (12) 

Давления фаз могут быть выражены через среднее давление на 

основе соотношений: 

 

 

1
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,
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s
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 (13) 

Тогда суммарная скорость фильтрации фаз может быть опреде-

лена следующим образом: 

 ( ) .g l s p    v v v K  (14) 

Фазовые скорости фильтрации будут связаны с суммарной ско-

ростью соотношениями: 

 
( ) ,

( ) ,

g g c

l l c

f s

f s

 

 

v v v

v v v
 (15) 

где введена капиллярная добавка к скорости: 

 .
g l g l

c c cp p s
   

 
     v K K  (16) 

С учетом введенных величин уравнение фильтрации газа сводит-

ся к уравнению для расчета давления: 

    1 0,g l p

p
s p p Q

t



     


v v  (17) 

где введено обозначение: 

   1 .p l c l lQ f p s s    v v  

Аналогично, уравнение фильтрации жидкости сводится к урав-

нению для насыщенности: 

 0,c l s

s
f s Q

t



    


v v  (18) 

где обозначена функция 

 .s lQ f   v  
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Далее будем считать, что 

 0,  , .Q p s    (19) 

Тогда окончательно уравнения примут вид: 

   0,  , ,
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K w  (20) 

где введены обозначения: 
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Систему (20) следует дополнить граничными и начальными 

условиями: 

 

 

0

ext 1

vent 2

1 2 1

,  0,  0,  ;

,  1,  ,

,  ,

0,  \ ,  0,  \ .

p p s t

p p s

p p

p s

   

  

 

 
      

 

x

x

x

x x
n n

 (21) 

Здесь   ― расчетная область, 1  ― область границы, на кото-

рой производится подача смолы, 2  ― область границы, на которой 

производится отвод фаз. 

Вариационная постановка. Из (20) видно, что модель инфузии 

основывается на уравнениях конвекции-диффузии. Кроме того, в 

уравнении для насыщенности имеет место преобладание конвектив-

ного слагаемого над диффузионным. Известно, что применение ме-

тода конечных элементов в таких условиях ведет к возникновению 

осцилляций в решении [12]. Для предотвращения этого применяются 

те или иные методы стабилизации [13] при формулировании вариа-

ционной постановки. 

Нестабилизированная Вариационная постановка для системы 

(20) будет иметь вид: 
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Стабилизированная постановка получается посредством введе-

ния дополнительных слагаемых R : 
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где: 
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 (24) 

В (24) обозначен  L   ― дифференциальный оператор: 

 
 

 
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где 0,  ,p s    а   ― функция вида: 

 
 

 
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es s es s
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w
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В зависимости от выбора стабилизирующих множителей e  и e  

получаем разные методы стабилизации.  

В частности, если положить 0e e e     , то получаем метод 

Galerkin/least-squares (GLS), который далее и используется. 
Тогда стабилизирующие слагаемые принимают вид: 
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 (27) 

Стабилизирующий множитель в (27) может быть рассчитан, 

например, по следующей формуле [14]: 
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где eh  ― характерный размер данного конечного элемента. 

Алгоритм численного решения. После применения общей про-

цедуры метода конечных элементов [15, 16] к системе (23), получаем 

следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений: 

  
 

          0 ,  , ,
u

M K A R u p s
t



     

      


 (29) 

где введены обозначения для матриц: 
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g l
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 




  . 

Здесь  N  ― матрица функций формы,  B  ― матрица произ-

водных функций формы,  R  ― стабилизирующая матрица. 

Полученная система представляет собой нелинейную систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений относительно узловых 

функций. Для решения этой системы применим пошаговый метод 

линеаризации с использованием неявной схемы. В результате прихо-

дим к следующим системам линейных уравнений: 

                
1

,  , .
i i i i ii i

M K A R u M u p s       


       (30) 

Здесь  – шаг по времени. 

Данная система уравнений может быть записана в виде: 

 
( ) ( ) ,e e A x b  (31) 

где 

 
 

   
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        
 
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T

1 1i i
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   
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i i
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i

s

M p
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b  

 
i i i i

p p p pK K A R                ,      
i i i i

s s s sK K A R       

Как видно из (31), локальная СЛАУ является несимметричной. 

Модель двухфазной фильтрации в композитах c учетом капил-

лярных эффектов, а также описанный конечно-элементный метод ре-

ализованы в программном комплексе Manipula/SMCM, разрабатыва-

емом в НОЦ «СИМПЛЕКС» МГТУ им. Н.Э. Баумана [17]. 

Результаты численного тестового моделирования. Рассмот-

рим численное моделирование пропитки образца армирующего мате-

риала размером 100мм 300мм 1,5мм   с пористостью 0,5 и коэффи-

циентами проницаемости 11 2 10 2

11 22 338,5 10  м ,  1.385 10  мK K K       

под действием перепада давления 
510  Па , заданного на противопо-

ложенных торцах наименьшей площади. Параметры для относитель-

ных фазовых проницаемостей полагались равными: 

 
5

1; 2; 0,001; 2;

1; 2; 10 ; 3.

l l l l

g g g g

K L E T

K L E T

   

   
 (32) 

Кривые для относительных фазовых проницаемостей, функции 

Бакли-Лаверетта и ее производной приведены на рис. 1-2. 

Динамическая вязкость смолы ― 0,1 Па с . Косинус краевого уг-

ла смачивания ― 0,829. Поверхностное натяжение – 0,0345 Н м . 

В процессе моделирования фиксировалось время достижения 

фронтом контрольных точек, расположенных посередине вдоль об-

разца, в сравнении с результатами, полученными в программном 

комплексе PAM-RTM. В данном комплексе моделирование пропитки 

осуществляется на основе классического закона фильтрации Дарси. 

На рис. 3 приведено сравнение графиков пропитки. На рис. 4 по-

казаны поля насыщенности в различные моменты времени для моде-

ли двухфазной фильтрации. Общее время пропитки, полученное на 

основе модели двухфазной фильтрации, составило 228 с. В про-

граммном комплексе PAM-RTM общее время пропитки составило 

263,65 с. Учитывая, что фактически сравнивались результаты, полу-

ченные на основе разных моделей, то результаты следует признать 

удовлетворительными. 
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Рис. 1. Относительные фазовое проницаемости 

 

 
Рис. 2. Функция Бакли-Лаверетта и ее производная 
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Рис. 3. Сравнение графиков пропитки для модели двухфазной фильтрации и 

результатами программного комплекса PAM-RTM 
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в) 

 

 
г) 

 

 
д) 

 

Рис. 4. Положение фронта пропитки в различные моменты времени для моде-

ли двухфазной фильтрации: 

а) ― 24 с; б) ― 66 с; в) ― 114 с; г) ― 162 с; д) ― 228 с 
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преобладающим конвективным слагаемым приводит к нефизическим 
осцилляциям решения. Показано, что применение метода 
Galerkin/least-squares (GLS) позволяет получить корректное решение. 
Получены результаты моделирования пропитки образца материала 
наполнителя на основе модели двухфазной фильтрации. Также про-
изведено моделирование на основе программного комплекса PAM-
RTM, использующим классический закон фильтрации Дарси. Срав-
нение результатов позволило сделать вывод об их хорошем согласо-
вании. 
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Modeling of RTM technology based on a two-phase 

filtration model in composites taking into account 

capillary effects 
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The article considers the application of a two-phase filtration model taking into account 
capillary effects for modeling RTM technology used for the production of composite ma-
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terials. A system of convection-diffusion equations is formulated. For its numerical solu-
tion, the Galerkin/least-squares (GLS) method is used, which allows eliminating oscilla-
tions in the solution that occur when the convective term predominates over the diffusion 
one. A comparison of the results obtained based on the two-phase filtration model and on 
the PAM-RTM software package is made. The model is implemented in the Manipu-
la/SMCM software package, developed at the REC "SIMPLEX" of Bauman Moscow State 
Technical University. 

 

Keywords: RTM, composites, filtering, Buckley-Laverett function, FEM,                       

Manipula/SMCM 
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