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Многие атмосферные и океанические явления демонстрируют особенности квази-

двумерной турбулентности, возникающей при наличии силы вращения. Исследова-

ние процессов вихреобразования в таких системах обусловлена необходимостью 

развития качественного прогнозирования возникновения циклонов и антициклонов. 

Указанные погодные явления представляют собой геострофические течения, ко-

торые могут быть описаны в рамках квази-двумерной турбулентности. В данной 

работе на основе численного моделирования системы уравнений Навье-Стокса 

исследуется задача формирования когерентных вертикальных структур в кубиче-

ской ячейке при наличии вращения (Кориолисовой силы) и постоянно действующей 

внешней силы (накачки). В ходе численных экспериментов в зависимости от вели-

чин силы вращения и силы накачки получено несколько типов течений — хаотиче-

ский режим, режим возникновения нескольких вихрей-циклонов и режим возникно-

вения одного крупного циклона с антициконом внутри циклонической области 

(“циклон-антициклон”). 
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Введение. Основной особенностью двумерного турбулентного 

течения, возбуждаемого внешней силой, является возникновение об-

ратного каскада энергии и прямого каскада энстрофии [1-5]. За счет 

нелинейных эффектов пространственный масштаб вихрей, создавае-

мых внешней силой (накачкой), увеличивается при их слиянии до тех 

пор, пока рост вихрей не будет остановлен размером исследуемой 

области (ячейки). В последнем случае энергия накапливается на 

масштабе ячейки. При определенных условиях такое накопление 

энергии приводит к возникновению системы когерентных вихрей. 

Наблюдаемые вихри в предельном случае ограничены размером 

ячейки и в среднем изотропны [6,7,13,14]. В спектральном простран-

стве наблюдается зависимость энергии от волнового числа, близкая к 
5/3E Ck 

. Для энстрофии, как меры диссипации энергии, справед-

ливо соотношение 
3E Ck 
. 

Для трехмерной турбулентности характерно наличие прямого 

энергетического каскада [8,9] (каскада Колмогорова). В этом случае 

энергия производится на крупных вихревых масштабах, передавая ее 

по каскаду вихрей до тех пор, пока не диссипирует в тепло на вязких 
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масштабах. Для энергетического спектра изотропных однородных 

турбулентных течений справедлив закон «-5/3» Колмогорова [5], ха-

рактеризуемый тем, что в спектральном пространстве наблюдается 

зависимость энергии от волнового числа, близкая к 
5/3E Ck 

. 

Возникновение когерентных вихрей наблюдается также в турбу-

лентных течениях во вращающейся жидкости, когда сила Кориолиса 

доминирует над силами инерции и приводит к снижению размерно-

сти системы до квази-двумерной. В этом случае формируются гео-

строфические (столбовые) вихри. Структура течения в этих вихрях 

однородна вдоль оси вращения, а скорость течения направлена в 

плоскости, ортогональной оси вращения. Снижение размерности те-

чения приводит к возникновению как прямого каскада энергии, ха-

рактерного для трехмерной турбулентности, так и обратного, свой-

ственного плоским потокам. При этом накачка течения формирует 

сначала турбулентный поток во всей области кубической ячейки, но 

под действием силы вращения данный турбулентный поток пере-

страивается в вертикальные столбовые структуры. Около границ об-

ласти исследования образуются слои Экмана, которые обеспечивают 

систему дополнительной накачкой энергией [10-12]. 

В данной работе численное исследование выше указанных тур-

булентных течений проводится с использованием модели вязкой не-

сжимаемой жидкости, описываемой системой уравнений Навье-

Стокса с учетом силы вращения и силы накачки [10,15]. Для замыка-

ния системы используется уравнение несжимаемости. В зависимости 

от величины силы вращения и силы накачки выделены следующие 

режимы квази-двумерных вихревых течений: режим “циклон-

антициклон”, режим возникновения нескольких вихрей и хаотиче-

ский режим. Исследовано влияние параметров течения на формиро-

вание данных структур. 

Режимы квази-двумерных течений в кубической ячейке. 

Следует отметить, что целью работы является построение математи-

ческой модели, в рамках которой можно продемонстрировать эффект 

возникновения геострофического течения в несжимаемой среде при 

действии силы вращения и силы накачки. К настоящему времени 

воспроизведение физического эксперимента находится на стадии 

разработки из-за сложности установления соответствия между ос-

новными характерными параметрами физического и численного экс-

перимента [15]. 

Рассматриваемая в данной работе модельная задача исследуется 

в кубе со стороной 10 , заполненный несжимаемой жидкостью с 

125const    и 0.002const   , на которую действует сила вра-

щения с частотой   и постоянно действующая во всем объеме 

внешняя сила f  с амплитудой 0f . В работе используются безраз-
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мерные единицы измерения физических величин. Грани куба счита-

ются твердыми и непроницаемыми.  

В случаях малой частоты вращения системы система уравнений 

описывает циклонические и антициклонические течения, в которых 

силы вращения преобладают над центробежными. В нашей числен-

ной модели центробежный потенциал r   
  

 переопределяет 

значение поля давления, что не приводит к изменению характера по-

ля скорости. 

Течение жидкости в кубе описывается нестационарной системой 

уравнений Навье-Стокса во вращающейся системе отсчёта: 

  0
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где  ( , , )V u v w  — скорость движения жидкости, p  — давление, n

— нормальная компонента градиента, Re  — число Рейнольдса,   — 

плотность жидкости (постоянная в данном расчёте), xA  и yA  — не-

которые выбранные постоянные коэффициенты. При численном мо-

делировании варьируется величина амплитуды силы накачки 0f  и 

частота вращения  . 

Основными безразмерными параметрами в системах с вращени-

ем являются число Рейнольдса  Re /fV L   и число Россби  

R / 2 fo V L  , где V  — среднеквадратичная скорость, fL — харак-

терный размер,   — угловая скорость вращения системы. 

Система уравнений обезразмерена путём деления величин на ха-

рактерные значения. Характерными значениями в данной модельной 

задаче являются: модуль скорости 25V   м/с, длина fL = 

0 1/ 0.2fl k   м, время 2

0 0 / 0.8 10t l V     с. 
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Моделирование квази-двумерной турбулентности является тру-

доемкой вычислительной задачей из-за нелинейности системы урав-

нений Навье-Стокса и сложной пространственной динамики турбу-

лентных течений. Особенно массивными становятся численные экс-

перименты при нулевых граничных условиях. Это связано с необхо-

димостью подробного разрешения пограничного слоя при описании 

взаимодействия потока с твердыми стенками. Нулевые граничные 

условия вызывают появление резких градиентов параметров у гра-

ниц, где формируются сложные вихревые структуры потока. Данный 

факт обуславливает необходимость увеличения количества расчет-

ных точек в пограничном слое, что в свою очередь влияет на объем 

вычислений и требует больших вычислительных ресурсов. В данной 

работе применен метод сгущения сетки к границам таким образом, 

чтобы в пограничном слое присутствовало как минимум 10 вычисли-

тельных ячеек. 

Расчёты проводились с использованием пакета вычислительной 

гидродинамики OpenFOAM [16]. В настоящее время пакеты вычис-

лительной гидродинамики (CFD-пакеты) представляют собой хоро-

шо развитый аппарат для решения широкого класса физических за-

дач. Они активно используются ведущими мировыми инженерными 

компаниями при проектировании и создании разнообразной высоко-

технологичной продукции. OpenFOAM — один из немногих при-

кладных программных пакетов с открытым исходным кодом для ре-

шения задач механики сплошных сред. Широкий инструментарий 

для формализации задачи, высокая эффективность реализации, а 

также хорошая масштабируемость под архитектуру вычислительной 

системы позволяют легко конструировать в пакете численные модели 

разной сложности. Открытый исходный код, в свою очередь, дает 

возможность в деталях контролировать ход решения, начиная от по-

строения сетки до выбора схем аппроксимации слагаемых управля-

ющей системы и методов численного решения. Это позволяет ис-

пользовать OpenFOAM как для инженерных, так и для научных ис-

следований. 

В основе работы библиотеки лежит метод конечного объема. 

Суть этого метода заключается в дискретизации непрерывных вели-

чин путем их усреднения по конечному объему [17]. 

В качестве начальных условий используются нулевые условия на 

все измеряемые параметры течения. Численный эксперимент про-

должается до установления стационарного неравновесного состоя-

ния, которое определяется путем построения зависимости общей ки-

нетической энергии системы от времени. После достижения системы 

стационарного состояния происходит обработка и оценка получен-

ных результатов. 
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Для определения шага по времени использовался критерий Ку-

ранта-Фридрихса-Леви: 0.5 /t x V   , что удовлетворяет условию 

сходимости численной схемы. Количество расчетных точек состав-
ляло 150 вдоль каждой оси. 

В ходе численного эксперимента были обнаружены три основ-
ных различных по характеру режимов течений: 

• хаотическая турбулентность — режим, при котором линейный 
отклик системы, присутствующий из-за постоянного по времени про-
странственного воздействия, формирует турбулентный режим. Энер-
гий накачки и вращения системы не хватает для возникновения коге-
рентных структур, однородных по вертикали. 

• несколько вихрей-циклонов — режим, при котором в течении 
образуется несколько однородных по вертикали вихрей малого ради-
уса. Подведённой энергии достаточно, чтобы сформировать коге-
рентные мелкомасштабные вихри, которые в процессе развития сли-
ваются в 2-3 достаточно крупных вихревых столбовых структуры. 
Эти циклоны вращаются внутри области и периодически сливаются и 
разделяются. 

• “циклон-антициклон” — режим, представляющий собой одну 
крупную циклоническую структуру, внутри которой формируется 
антициклон меньшего размера. При определенных параметрах си-
стемы наблюдалось слияние нескольких циклонов (предыдущий ре-
жим) в один крупный столбовой вихрь, с характерным радиусом по-
рядка половины размера вычислительной области, и появление анти-
циклонического течения внутри циклона. 

Ниже в таблице представлены результаты экспериментов с ука-
занием варьируемых переменных и возникающим в результате типом 
течения (таблица 1). Так же приведены величины безразмерных па-
раметоров течения — чисел Рейнольдса и Россби. 

 

Таблица 1 

 

Классификация режимов течения в зависимости от 

параметров системы 

расчёт   0f  Re Ro Режим 

1 0.4 1.6 2390 0.239 несколько циклонов 

2 0.4 0.8 2630 0.263 несколько циклонов 

3 0.4 2.4 2650 0.265 циклон и антициклон внутри 

4 0.4 0.4 2490 0.249 циклон и антициклон внутри 

5 0.32 1.6 2060 0.257 несколько неустойчивых циклонов 

6 0.24 1.6 1300 0.216 несколько циклонов 

7 0.16 1.6 630 0.158 хаотическая турбулентность 

8 0.08 1.6 430 0.216 хаотическая турбулентность 
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На Рис. 1 представлено распределение z компоненты поля завих-

ренности / /z u x v y       для разных   и 0f . Рис. 1(a) соответ-

ствует хаотическому режиму течения, с большим количеством неод-

нородных по вертикали вихрей малого диаметра. Данный режим те-

чения возникает при низких частотах вращения 0.16   и средней 

силе накачки 0 1.6f  . На Рис. 1(b) представлен режим течения, для 

которого характерно формирование одного-двух мелких вихрей-

циклонов, однородных по вертикали. Данный режим течения возни-

кает при средних частотах вращения (0.16,0.32) и средней силе 

накачки 0 1.6f  . На рис. 1(c) изображен режим течения, для которо-

го характерно формирование одного крупного вихря-циклона, одно-

родного по вертикали, внутри которого возникает антициклон. Дан-

ный режим течения возникает при высоких частотах вращения 

0.4   и большой силе накачки 0 2.4f  . 

 

 
 

Рис. 1. Поверхности завихренности для различных режимов течения: 

хаотический (a, 00.16,   1.6f   ), режим нескольких вихрей 

(b, 00.4,   1.6f   ), режим “циклон-антициклон” (c, 00.4,   2.4f   ). 

Красный цвет поверхности соответствует циклоническому вращению, 

а синий — антициклоническому 
 

В дальнейших разделах рассмотрены основные физические и 

статистические параметры полученных в ходе численного экспери-

мента течений. Основное внимание уделено режиму “циклон-

антициклон”. 

Среднеквадратичная скорость. Среднеквадратичная скорость в 

установившемся режиме течения, усредненная по времени проведе-

ния вычислительного эксперимента, лежит в диапазоне от 0.16 до 1.2 

в зависимости от частоты вращения (рис.2). 

На рис. 2 представлено распределение среднеквадратичной ско-

рости течения в зависимости от времени для различных типов тече-

ния. Результаты расчётов обозначены точками, пунктиром изображе-

на аппроксимация данных полиномом 4-й степени. Видно, что 
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наибольшего значения среднеквадратичная скорость достигает в ре-

жиме “циклон-антициклон” (соответствует желтым точкам на Рис. 2). 

По всей вероятности, это связано с преобладанием действия в силы 

вращения над силой инерции. Заметим, что движение циклона со-

вершается в том же направлении, в котором действует сила враще-

ния. Наименьшее значение среднеквадратичной скорости соответ-

ствует турбулентному режиму течения, в котором действие инерци-

онных сил является основным (соответствует зеленым точкам на Рис. 

2). Промежуточное положение между этими величинами занимает 

режим формирования нескольких некрупных циклонов (соответству-

ет синим точкам на Рис. 2). В данном случае достигается баланс 

между инерционными силами и силами вращения. 

Заметим, что увеличение частоты вращения и силы накачки при-

водит к последовательному формированию сначала нескольких не-

больших циклонов, движущихся вместе с вращающейся жидкостью. 

Но мере увеличения частоты вращения и силы накачки несколько 

циклонов сливаются между собой, образуя один крупный циклон, 

движущийся вместе с жидкостью вдоль стенок и занимающий всю 

область куба. Однако внутри циклона со временем возникает анти-

циклоническое течение противоположного направления. Таким обра-

зом формируется режим “циклон-антициклон”. 

 

 
 

Рис. 2. Распределение среднеквадратичной скорости течения в зависимости от 

времени для различных типов течения 

 

Для наглядности на графике каждого режима изображена ап-

проксимационная кривая, позволяющая судить о выходе на стацио-

нарный режим и наблюдать наличие флуктуаций около стационарно-

го значения. 
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Положение центра антициклона. Крупное циклоническое те-

чение возникает при слиянии нескольких циклонов меньшего разме-

ра, вращающихся вокруг центра области. При этом сформировав-

шийся крупный циклон также вращается вместе с системой, распола-

гаясь вдоль стенок куба. Внутри циклонической области возникает 

крупное антициклоническое течение, центр которого движется отно-

сительно центра области, периодически удаляясь и приближаясь к 

нему. Поскольку постановка задачи обладает центральной симметри-

ей, будем следить только за радиальным перемещением центра анти-

циклона. 

Для отслеживания центра антициклона использовался следую-

щий подход. Для каждого момента времени, профиль 𝑧 − компонен-

ты завихренности усреднялся по вертикали. После этого находилась 

область, каждая точка которой имела строго отрицательное значение 

завихренности. Центр этой области считался центром антициклона. 

 

  
Рис. 3. Расстояние от центра области до центра антициклона в зависимости от 

времени 
 

Из рис. 3 видно, что отклонение центра антициклона от центра 

области носит хаотический характер, а характерный размер макси-

мального отклонения 5 , что значительно меньше ближайшего рас-

стояния до границы области, равного 5 . 

Радиальный профиль азимутальной скорости. Для построения 

радиального профиля азимутально скорости отслеживалось положе-

ние центра антициклона, после чего производилось усреднение по 

времени и углу азимутальной скорости (U


) относительно центра 

вихря [18]. 
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При теоретическом рассмотрении осесимметричного неподвиж-

ного вихря во вращающейся системе была получена зависимость ви-

да ln( / )U Ar r B   [19,20]. Пунктирной линией на рис. 4 показана 

аппроксимация расчётного профиля данной функцией. 

 

 
 

Рис. 4. Усреднённый по углу профиль азимутальной скорости в зависимости 

от радиуса и его аппроксимация 
 

Качественно график близок к теоретической оценке. 

Статистические данные. На рис. 5 изображены PDF-функции 

(функции распределения плотности вероятности) завихренности, 

нормированные на угловую скорость вращения куба [18]. Распреде-

ления представлены для разных режимов. Синяя линия соответствует 

режиму с наличием в течении нескольких вихрей небольшого разме-

ра. Жёлтая линия соответствует режиму “циклон-антициклон”. Зеле-

ная линия описывает распределение завихренности для хаотического 

режима. Заметим, что во всех трех режимах вершина графиков сме-

щена в сторону отрицательной области. Это можно объяснить тем, 

что во всех трех типах течения преобладает отрицательная завихрен-

ность. Это связано с положительным направлением закручивающей 

силы. Отметим, что наибольшее количество завихренности с нуле-

вым значением встречается в режиме нескольких небольших цикло-

нов. 

По оси абсцисс графика располагается величина завихренности, 

нормированная на угловую скорость вращения куба. По оси ординат 

— количество расчётных ячеек с данной величиной завихренности. 
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Рис. 5. PDF-функции завихренности для трех режимов течения 
 
 

Энергетические спектры. На рисунках 6 (а, б, в) изображены 

характерные энергетические спектры для трёх различных режимов 

течения. Графики строились по мгновенным полям скоростей после 

установления стационарного режима. 
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б) 

 

 
в) 

 
Рис. 6. Энергетический спектр 

а) ― режим хаотической турбулентности 

б) ― режим нескольких циклонов 

в) ― режим «циклон-антициклон» 
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Графики построены в логарифмических осях. На всех трёх гра-

фиках можно выделить линейный участок, который определяет вид 

зависимости: E k 
. Угол наклона прямой определяет показатель 

степени. Он оценивается значениями -3.0, -1.7 и -2.3 для хаотическо-

го течения, нескольких циклонов и “циклон-антициклон” соответ-

ственно. Следует заметить, что теоретическая оценка (закон Колмо-

горова) определяет показатель степени волнового числа значением -

5/3 для однородной изотропной турбулентности. 

Заключение. В данной работе проведено численное моделиро-

вание трехмерных вихревых течений в кубической ячейке с тверды-

ми границами при наличии силы вращения и постоянно действую-

щей силе накачки. Показано влияние безразмерных параметров си-

стемы — чисел Рейнольдса и Россби на формирование качественно 

отличающихся режимов. В ходе численного эксперимента в зависи-

мости от частоты вращения и величины внешней силы возникают 

следующие типы течений: хаотический режим возникает при низкой 

частоте вращения куба и небольшой величине внешней силы; режим 

нескольких столбовых вихрей небольшого диаметра появляется при 

увеличении частоты вращения системы и величины внешней силы; 

при высоких частотах вращения и высокой величине внешней силы 

формируется тип течения, который мы назвали “циклон-

антициклон”. Последний режим представляет собой большое цикло-

ническое течение, внутри которого формируется устойчивое анти-

циклоническое движение. 

Исследованы энергетические характеристики системы и постро-

ены энергетические спектры течений. Исследованы радиальные про-

фили средней по времени азимутальной скорости в когерентных вих-

рях для указанных типов течений. Показано, что они отличаются 

числом и размерами вихрей и имеют различное распределение завих-

ренности по радиусу вихря. Проведен PDF -анализ структуры тече-

ний по величине завихренности и частоте ее встречаемости. 

Авторы благодарны В.В. Лебедеву, И.В. Колоколовой и С.С. Вер-

гелесу за интересные научные дискуссии.  
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Numerical simulation of supersonic flow around 
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Many atmospheric and oceanic phenomena demonstrate the features of quasi-two-

dimensional turbulence that occurs in the presence of rotational force. The study of vor-

tex formation processes in such systems is conditioned by the need to develop qualitative 

forecasting of the occurrence of cyclones and anticyclones. These weather phenomena 

are geostrophic flows that can be described within the framework of quasi-two-

dimensional turbulence. In this paper, based on numerical modeling of the Navier-Stokes 

system of equations, the problem of forming coherent vertical structures in a cubic cell in 

the presence of rotation (Coriolis force) and a constantly acting external force (pumping) 

is investigated. In the course of numerical experiments, depending on the values of the 

rotational force and the pumping force, several types of flows were obtained — a chaotic 

mode, the mode of occurrence of several cyclone vortices and the mode of occurrence of 

one large cyclone with an anticyclone inside a cyclonic region (“cyclone-anticyclone”). 

 

Keywords: quasi-two-dimensional turbulence, direct numerical modeling, CFD packag-
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