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В исследовании рассмотрена проблема оптимизации системы обнаружения трещин 

лопаток  газовых турбин. В качестве объекта исследования рассмотрена оболочка 

капсулы системы обнаружения повреждений, находящаяся в контакте с телом ло-

патки и под действием внутреннего давления. Задача исследования была посвящена 

вопросу математического моделирования оптимального давления в капсулах систе-

мы обнаружения повреждений. В рамках решения проблемы исследования проведена 

математическая постановка задачи оптимизации нелинейной функции давления при 

наличии ограничений на варьируемые параметры: толщину стенки и наружный 

диаметр цилиндрической оболочки капсулы. Построение целевой функции оптими-

зации проводилось на основании условия равновесия элемента оболочки в области 

раскрытия трещины турбинной лопатки, критерия предельного состояния с ис-

пользованием теории прочности Треска-Сен-Венана. Методика исследования стро-

илась с использованием приближенного разложения функции напряжений в ряд Тей-

лора, применением метода множителей Лагранжа, теоремы Куна-Таккера. При 

решении задачи условной оптимизации проанализированы случаи нарушения условий 

регулярности ограничивающих функций. По результатам расчета минимальное зна-

чение требуемого давления для разрушения оболочки капсулы в случае раскрытия 

берегов трещины турбинной лопатки достигается при максимальном значении 

наружного диаметра оболочки и минимальной толщине ее стенки. По данным те-

стового расчета графически представлена область допустимых решений оптими-

зационной задачи, и показаны линии уровня целевой функции оптимизации давления. 

Построенная математическая модель и алгоритм позволят автоматизировать 

процесс расчета требуемого давления в капсулах системы обнаружения трещин 

лопаток турбин и получить оценку минимального значения давления при наличии 

ограничений на толщину стенки и наружный диаметр оболочки капсулы. 

 

Ключевые слова: нелинейное программирование, условная оптимизация, система 

обнаружения трещин, турбинная лопатка, оболочка, давление 

  

Введение. Современное развитие турбомашиностроения требует 

применения методов нелинейного программирования для решения 

различных оптимизационных задач. Исследование посвящено вопро-

су обнаружения трещин в лопатках газовых турбин. Авторами в ра-

ботах [1-5] был предложен подход для диагностирования трещин в 

лопатках газовых турбин с помощью системы капсул, находящихся 

под действием внутреннего давления, которые помещаются в тело 

турбинной лопатки в продольном направлении (рис. 1). Согласно ра-
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ботам [1-5] при развитии и раскрытии трещины турбинной лопатки 

вблизи оболочки капсулы за счет внутреннего давления должен про-

изойти разрыв капсулы, и ионизирующее вещество, находящееся 

внутри капсулы, попадая в проточную часть турбины, регистрирует-

ся, что далее сигнализирует о наличие дефекта. В рамках решения 

данной проблемы предложены различные подходы для оценки пре-

дельного значения давления согласно трудам [6-8]. Однако нерешен-

ным остается вопрос расчета оптимального давления при наличии 

ограничений на геометрические характеристики капсулы для обеспе-

чения ее разрыва путем среза, который требует применения методов 

математического моделирования. Актуальность исследования обу-

словлена возможностью применения оптимизационной модели рас-

чета давления для повышения эффективности работы системы обна-

ружения трещин лопаток газовых турбин. 

Следует отметить, что задачи математического моделирования 

тепловой защиты лопаток турбин рассматривались в работе [9], во-

просы параметризации и оптимизации конструкции лопаток турбин 

исследовались в трудах [10-13]. В процессе эксплуатации рабочие и 

сопловые лопатки газовых турбин находятся под воздействием сило-

вого и теплового нагружений, поэтому важным представляется во-

прос моделирования напряженно-деформированного состояния обо-

лочечных элементов, что отражено в работах [14,15]. Также немало-

важными являются проблемы моделирования теплового состояния 

оболочек, которым посвящено исследование [16], вопросы оценки 

динамических характеристик, долговечности работы оболочечных 

элементов и проблема их усталостного разрушения, что отражено в 

работах [17-20]. Решение прикладных задач оптимизации требует 

применения математического инструментария, в работах [21,22] ис-

следованы некоторые вопросы приближенной оптимизации в задачах 

нелинейного программирования, а также аспекты применения метода 

множителей Лагранжа для задач условной оптимизации. 
Постановка задачи исследования. В рамках исследования тре-

бовалось построить математическую модель расчета минимального 
внутреннего давления p в капсуле системы обнаружения трещин в 
лопатках газовых турбин при наличии ограничений на геометриче-
ские характеристики капсулы. Рассмотрим цилиндрическую оболоч-
ку капсулы (рис.2), помещенную в тело турбинной лопатки с трещи-
ной шириной z . На внутренней поверхности оболочки капсулы при 

 2d  действует давление p . Наружные поверхности оболочки 

капсулы ,cr
cr  при ,2zz  2zz  , 2d  являются кон-

тактными с телом лопатки и принимаются свободными от перемеще-

ний. Наружная поверхность оболочки капсулы cr  в области рас-

крытия трещины при 22 zzz  , 2d  свободна от нагру-
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зок. Моделирование задачи условной оптимизации будем проводить 
при следующих допущениях и упрощениях: 

 трещина турбинной лопатки распространяется перпендику-

лярно оси оболочки капсулы; ширина раскрытия берегов трещины 
z  вблизи оболочки капсулы принимается заданной постоянной ма-

лой величиной; 

 элемент оболочки капсулы (см. рис. 2), ограниченный плоско-

стями ,2zz  2zz   работает на срез, разрушение происходит в 

результате сдвига; напряженное состояние элемента оболочки капсу-

лы 22 zzz   в системе z0  определяется касательным 

напряжением z ;  

 в качестве критерия предельного состояния элемента оболоч-

ки капсулы используется теория прочности Треска-Сен-Венана. 

 

 
 

Рис. 1. Схема турбинной лопатки с 

системой капсул для обнаружения 

трещины 

 

Рис. 2. Модель оболочечной 

капсулы системы обнаружения 

трещин 

 

Таким образом, целевая функция оптимизации примет вид: 

    min
X D

p p


 *
X X , 

где   ;dX  ― вектор варьируемых параметров, d  ― наружный 

диаметр оболочки,   ― толщина стенки оболочки,  * * *;d X ― 

вектор оптимальных параметров, 
 dd ,  ― нижняя и верхняя грани-

цы значений наружного диаметра оболочки, 
  ,  ― нижняя и 

cr

cr



cr



d



z

z



0
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верхняя границы допустимой толщины стенки оболочки,  ― об-

ласть допустимых решений: 

 0,0,5.0,,|   dddddXD , 

где   ― заданная относительная толщина стенки оболочки. 

Методика исследования. Рассмотрим элемент оболочки капсу-

лы элемент высотой z  в области раскрытия трещины турбинной 

лопатки (см.рис.2). Согласно принятым допущениям на торцах эле-

мента действуют касательные напряжения  zz  и  zzz   , на 

внутренней поверхности оболочки при  2d  действует давле-

ние p. Для сечений элемента, параллельных плоскости 0 , меняется 

координата z. Касательные напряжения в точке, отстоящей от нижне-

го торца на расстоянии z , могут быть представлены с помощью ря-

да Тейлора с точностью до бесконечно малых первого порядка: 

    z
z

zzz
z

zz 






 . 

Тогда условие равновесия выделенного элемента в проекции на 

радиальную координату ρ примет вид: 

      2 2 0
z

zp z d d d z
z






     


       


. (1) 

В виду более высокого порядка малости последним слагаемым в 

уравнении (1) можно пренебречь. 

На основании теории прочности Треска-Сен-Венана, примем, что 

для достижения предельного состояния оболочки требуется выпол-

нение условия: , где  ― предел прочности материала 

оболочки. Тогда, используя соотношение (1) и приводя ограничения 

на варьируемые параметры к стандартному виду, представим мате-

матическую постановку задачи условной оптимизации в виде: 

   1 min
2

s
X D

p
d z

 


 

 
   

  
X , (2) 

  | 0, 0, 0, 0, 0 ,D d d d d d                  X (3) 

где 
  dddd ,,0,0,0,0,5.0 . 

Ввиду нелинейности целевой функции (2) с ограничениями (3) 

будем рассматривать задачу нелинейного программирования. Для ее 

решения воспользуемся методом множителей Лагранжа с примене-

нием теоремы Куна-Таккера.  

Функция Лагранжа согласно (2), (3) примет вид 

D

sz  2 s
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     

     

1 2

3 4 5

, 1
2

,

sL d d d d
d z

d

 
  



        

 

 

 
       

  

     

X λ
 (4) 

где   5;1,  iiλ  ― вектор множителей Лагранжа. 

Определим градиенты функции Лагранжа (4):  

  

 

 

 

2 2

3 4 52

2

1 2 52

2
, .

2

s

X

s

d

z d
L

z d

 
  



 
  



  
   

  
   

    
   

X λ  

На основании необходимого условия минимума функции Ла-

гранжа   0,*  λXLX  перейдем к системе: 

 

 

 

 

2 2

3 4 52

2

1 2 52

0
2

.

0
2

s

s

d

z d

z d

 
  



 
  



 
    

  



       

 (5) 

Рассмотрим решение системы (5) при условии, что ограничения 

(3) являются неактивными. Примем, что 054321  , 

тогда учитывая, что 

 
 

 

2 2

2
0,

2

d

d

 



 



 
 

,0
2 2

2






d
 (6) 

приходим к выводу, что функция (4) не имеет стационарных точек 

внутри области .D  

Следует отметить, что при относительных толщинах: 

 , , , ,d d d d                   (7) 

в точках:        ; ,  ; ,  ; ,  ;d d d d            ― нарушается усло-

вие регулярности ограничивающих функций, поскольку в этом слу-

чае количество ограничивающих функций превышает размерность 

вектора варьируемых параметров. 

Рассмотрим решение системы (5) при активных ограничениях 

(3), исключая точки в которых нарушаются условия регулярности 

ограничивающих функций (7). Пусть активным является ограничение 

0 dd , тогда примем, что 0 dd , 05432  , то-
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гда система (5) ввиду условий (6) не имеет решения. Аналогично, ес-

ли активным является только одно из ограничений (3) система (5) 

ввиду условия (6) не будет иметь решения. В остальных случаях: 

– при активных ограничениях: 0d d   , 0  , примем, что 

0d d   , 0  , 2 3 5 0     , тогда стационарная точка име-

ет координаты  ;d   , множители Лагранжа: 

 
 

 

2

1 2
,

2

s

z d








 

 

 
   

 
.

2
2

22

4













d

d

z

s  (8) 

– при активных ограничениях: 0 dd , 0 , примем, 

что 0 dd , 0    , 2 4 5 0     , тогда стационарная точка 

имеет координаты , множители Лагранжа: 

 
 

 

2

1 2
,

2

s

z d








 

 

 
   

 

2 2

3 2
.

2

s
d

z d

 




  

 

 

 

 (9) 

– при активных ограничениях: 0d d  , 0  , примем, что 

0d d   , 0    , 1 3 5 0     , тогда стационарная точка име-

ет координаты  ;d   , множители Лагранжа: 

 
 

 

2

2 2
,

2

s

z d








 
 

 
 

   

 

2 2

4 2
.

2

s
d

z d

 




  

 

 
 

 
 (10) 

– при активных ограничениях: , 0 , примем, что 

0d d   , 0 , 1 4 5 0     , тогда стационарная точка име-

ет координаты  ;d   , множители Лагранжа: 

 
 

 

2

2 2
,

2

s

z d








 
 

 
 

   

 

2 2

3 2
.

2

s
d

z d

 




  

 

 

 

 (11) 

– при активных ограничениях: 0d , 0  , примем, что 

0d , 0  , 1 2 3 0     , тогда стационарная точка име-

ет координаты  ;   
, множители Лагранжа: 

 
4

1
,

1 2

s

z

 





 

 
 

 
5 2

.
1 2

s

z

 




 

 (12) 

 ;d  

0d d 
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– при активных ограничениях: 0d , 0 , примем, что 

0d , , 1 2 4 0     , тогда стационарная точка име-

ет координаты  ;   
, множители Лагранжа: 

 
3

1
,

1 2

s

z

 






 

 
 

5 2
.

1 2

s

z

 




 

 (13) 

– при активных ограничениях: 0d , 0 dd , примем, 

что 0d , 0 dd , 2 3 4 0     , тогда стационарная точка 

имеет координаты  ;d d 
, множители Лагранжа: 

 
 

1

1
,

1 2

s

z

 





 

 
 

 

 
5 2

1 2 1
.

1 2

s

z

 




 

 

 (14) 

– при активных ограничениях: 0d , 0 dd , примем, 

что 0d , 0 dd , 1 3 4 0     , тогда стационарная точка 

имеет координаты  ;d d 
, множители Лагранжа: 

 
 

2

1
,

1 2

s

z

 






 

 
 

 
5 2

1 2 1
.

1 2

s

z

 




 

 

 (15) 

Соответственно, минимальное значение целевой функции давле-

ния будет определяться из условия: 

 
      min | ; ; | ; ,

1; , 1; ,

j j j j k k k kp p d p p d p

j n k n m

   

  

*
X

 (16) 

где  ;j jd   ― координаты стационарных точек согласно (8) – (15), 

 ;k kd   ― координаты точек, в которых нарушаются условия регу-

лярности ограничивающих функций согласно (7). 

При этом найденные значения варьируемых параметров 
*

X , при 

которых целевая функция достигает минимальное значение, должны 

удовлетворять области допустимых решений согласно (3): 

 
* * *

* * *

0, 0, 0,

0, 0.

d d d d

d

 

   

  



     

   
 (17) 

Таким образом, алгоритм решения оптимизационной задачи 

можно представить в виде: 

1. Определение входных данных расчета: 

0
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 ,  ,  ,  ,  ,  ,  .sd d z         

2. Расчет варьируемых параметров, являющихся стационарными 

точками функции Лагранжа  ; , 1;j jd j n   согласно соотношениям 

(8) – (15). 

3. Расчет варьируемых параметров   mnkd kk ;1,;  , для ко-

торых нарушаются условия регулярности ограничивающих функций 
согласно (7). 

4. Для найденных векторов варьируемых параметров в п.2 и п.3 
проверка условий (17). 

5. Расчет минимального значения целевой функции давления 

 p *
X  согласно (2) и (16) на основании варьируемых параметров, 

удовлетворяющих п.4. 
Результаты исследования. Рассмотрим решение задачи услов-

ной оптимизации давления (2), (3) при следующих числовых данных: 

500s  МПа, 1z  мм, 10d  мм, 2.4d  мм, 2  мм, 

1.0  мм, 71 . Расчет проводился в математическом пакете 

MathCad 15. Графическое изображение результатов расчета давления 
внутри оболочки капсулы для указанных числовых данных представ-
лено на рис. 3. 

 
 

Рис. 3. Линии уровня целевой функции оптимизации 
1 –    , 2 –    ,  3 – d d  , 4 – d d  , 5 – d   , 

6 –  1 1| ;p d p   , 7 –  2 2| ;p d p   , 8 –  3 3| ;p d p   , 

9 –  4 4| ;p d p   , 10 –  5 5| ;p p     , 11 –  6 6| ;p d d p    
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Значения целевой функции в стационарных точках представим 

с использованием относительных величин: 1 0.103sp   при 

  1;d p   ; 2 0.101sp    при   2;d p   ; 3 2.667sp    при 

  3;d p   ,  ;d D   ; 4 22sp    при   4;d p   ,  

 ;d D   ; 5 0.720sp    при   5; p     ; 6 1.714sp    при 

  6;d d p   . 

Обсуждение результатов исследования. Согласно результа-

там расчета для указанных числовых данных условие регулярности 

ограничивающих функций выполняется. Наименьшее требуемое дав-

ление внутри оболочки капсулы для обеспечения разрыва достигает-

ся на границы области допустимых решений 101.02 sp  при ак-

тивных ограничениях согласно (10), т.е. при геометрических харак-

теристиках цилиндрической оболочки: наибольшем наружном диа-

метре и наименьшей толщине оболочки согласно принятым допуще-

ниям –  ;d  *
X .  

 Заключение. В рамках проведенного исследования решена за-

дача нелинейного программирования для системы обнаружения тре-

щин лопаток газовых турбин. Предложенная математическая модель 

учитывает ограничения на варьируемые параметры: толщину стенки 

оболочки и ее наружный диаметр, а также позволяет рассчитать ми-

нимальное значение внутреннего давления оболочки, при котором 

обеспечивается разрыв капсулы. 

Научное исследование выполнено за счет гранта Российского 

научного фонда № 22-79-10114 «Разработка системы диагностиро-

вания повреждений турбинных лопаток и способа оптимизации 

теплоотвода в условиях термической усталости» 

(https://rscf.ru/project/22-79-10114/). 
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Mathematical model of conditional pressure optimization 

in the crack detection system of gas turbine blades 
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The study considers the problem of optimizing the crack detection system of gas turbine 

blades. The shell of the capsule of the damage detection system, which is under the influ-
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ence of internal pressure, is considered as an object of research. The task of the study 

was devoted to the mathematical modeling of optimal pressure in capsules of the damage 

detection system. As part of solving the research problem, a mathematical formulation of 

the problem of optimizing the nonlinear pressure function was carried out in the presence 

of restrictions on variable parameters: wall thickness and outer diameter of the cylindri-

cal capsule shell. The construction of the optimization objective function was carried out 

on the basis of the equilibrium condition of the shell element in the area of crack opening 

of the turbine blade, the limit state criterion using the Tresk-Saint-Venant strength theo-

ry. The research methodology was based on the approximate decomposition of the func-

tion into a Taylor series, the Lagrange multiplier method, and the Kuhn-Tucker theorem. 

When solving the problem of conditional optimization, the cases of violation of the regu-

larity conditions of the limiting functions are analyzed. According to the calculation re-

sults, the minimum value of the required pressure for the destruction of the capsule shell 

in case of opening of the crack banks of the turbine blade is achieved at the maximum 

value of the outer diameter of the shell and the minimum thickness of its wall. According 

to the test calculation data, the area of acceptable solutions to the optimization problem 

is graphically presented, and the lines of the level of the target function of pressure opti-

mization are shown. The constructed mathematical model and calculation algorithm will 

automate the process of calculating the required pressure in the capsules of the turbine 

blade crack detection system and obtain an estimate of the minimum pressure value in the 

presence of restrictions on the absolute and relative values of the capsule shell wall 

thickness, the outer diameter of the capsule. 

 

Keywords: nonlinear programming, conditional optimization, crack detection system, 

turbine blade, shell, pressure 
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