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В работе производится построение математической модели термо-временной эво-

люции кластера в расплаве жаропрочного никелевого сплава ЖС6У. Формулируется 

начально-краевая задача с движущейся границей, для решения которой применя-

ется численное моделирование методом трассировки траектории частиц, а для 

описания эволюционных процессов используется ряд классических физических тео-

рий. Для проверки точности модели привлекается физический эксперимент постро-

ения политерм и изотерм электросопротивления рассматриваемого сплава. Под-

тверждено, что модель броуновской диффузии и теория проводимости Друде при-

менимы для описания, как временной, так и температурной эволюции кластера. Так 

же оправдал себя подход к моделированию на основе «твердых шаров». По резуль-

татам моделирования, во временном диапазоне от 1690 до 1752 К количество ча-

стиц в составе кластера меняется от 5000 до 2000, средняя динамическая вязкость 

кластера изменяется от 3 до 2 *1010 Па*с, однако предполагается, что централь-

ная часть существенно плотнее периферии, радиус кластера изменяется от 24 до 

18 Å, радиус свободной зоны вокруг кластера – от 56 до 43 Å. Определены направ-

ления дальнейшего развития модели. 

 

Ключевые слова: численное моделирование, задача с движущейся границей, молеку-

лярная динамика, расплав, электросопротивление 

  

Введение. Последние десятилетия среди исследователей физико-

химических свойств вещества наблюдается все более широкое распро-

странение понятия «кластер». Кластеры рассматривают как особенное 

промежуточное между атомами/молекулами и конденсированным со-

стоянием вещество [1]. Кластеры представляют из себя некие стабиль-

ные системы, содержащие конечное число элементов (частиц) и харак-

теризующиеся наличием внутренних координат, вдоль которых энер-

гия диссоциации меньше, а равновесные расстояния больше, чем у мо-

лекул.  
Термин «кластер» пришел из координационной химии, где он упо-

требляется для обозначения группы близко расположенных и тесно 
связанных друг с другом атомов, молекул, ионов, а иногда и ультра-
дисперсных частиц. Впервые это понятие ввел в 1964 году Ф. Коттон, 
который, характеризуя несколько новых соединений молибдена, со-
держащих связи «металл-металл», предложил называть кластерами 
химические соединения, в которых ограниченное число атомов метал-
лов образуют между собой ковалентную химическую связь. Также в 
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кластерах возможно наличие атомов неметаллов (лигандов), связан-
ных с ним. [2]. К кластерам также часто относят наночастицы упоря-
доченного строения, имеющие заданную упаковку атомов и правиль-
ную геометрическую форму. Как показывают результаты исследова-
ний, в большинстве случаев формирование ядра кластера происходит 
в соответствии с концепцией плотной упаковки атомов. Свойства кла-
стеров во многом зависят от межкластерных взаимодействий (при 
наличии соседствующих кластеров) и от взаимодействия кластера с 
матрицей. 

Металлы демонстрируют разнообразные физические проявления 

своей кластерной структуры. Принято разделять несколько основных 

типов металлических нанокластеров. Прежде всего это молекулярные 

кластеры как окруженные (неметаллическими) лигандами двух- и бо-

лее ядерные комплексные соединения на основе металлического «кар-

каса», обычно представляющего собой цепи различной длины, цикли-

ческие структуры, полиэрды и их комбинации, а также фрактальные 

системы. Впрочем, при моделировании поведения металлических кла-

стеров наиболее распространено рассмотрение их как сферических 

структур. Кроме того, выделяют газовые (ван-дер-ваальсовы) безли-

гандные кластеры [3, 4]. Предметом нашего же интереса являются бо-

лее сложные структуры — молекулярные условно безлигандные кла-

стеры, состоящие из атомов переходных металлов и их сплавов слож-

ного состава, в частности, сплавов на основе никеля. 

Кластеры переходных металлов часто демонстрируют несколько 

низкоэнергетических конфигураций кластерного ядра. Структурная 

перестройка в них вызывается молекулярными колебаниями, в резуль-

тате чего образуются изомеры и/или флуктуационные структуры, су-

ществующие ограниченное время. В некотором смысле это говорит о 

«нежесткости» кластерных ядер. Кластеры можно рассматривать как 

пример конечной Ферми — системы и по своим свойствам они анало-

гичны атомным ядрам [5, 6]. 

Известно, что электросопротивление твердых металлических тел 

определяется в основном рассеянием электронов на фононах, дефек-

тах структуры и примесях. Для кластеров за счет развитых границ раз-

дела и высокой концентрации дефектов характерно высокое рассеяние 

носителей заряда. Например, экспериментально обнаружено повыше-

ние удельного электросопротивления с уменьшением размеров кла-

стеров типа «нанокристалл» у Ni, Fe, Pd, Cu и их сплавов, например, 

NiAl. Для подобных кластерных структур коэффициент рассеяния 

электронов 0  1r   можно выразить как (1) 

 
ρ 1

ln ln
ρ

l

D r





   
   
    

 (1) 
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где <D> — средний размер зерна, l∞ — средняя длина свободного про-

бега электронов в бездефектном монокристалле, ρ∞ — удельное элек-

тросопротивление крупнозернистого вещества, ρ — удельное электро-

сопротивление кластера, r — коэффициент рассеяния. С уменьшением 

размера кластера ρ должно возрастать. Увеличение ρ с уменьшением 

<D> объясняется частичной локализацией электронов, когда размеры 

кластера становятся меньше длины свободного пробега электронов, 

что приводит к уменьшению их концентрации. 

Если кластерная структура твердого вещества сейчас не поддается 

сомнению, то в отношении жидкостей, особенно металлических рас-

плавов, этот вопрос долгое время оставался дискуссионным. В насто-

ящее время, благодаря развитию технологии изготовления материалов 

с особыми служебными свойствами и появления новых поколений 

сложнолегированных сплавов, для исследователей все больший инте-

рес представляют поведение и свойства кластеров в них при плавле-

нии/кристаллизации. На сегодняшний день можно утверждать, что 

кластерная структура расплавов 3d-переходных металлов является 

признанной научной гипотезой. В пользу этой гипотезы говорит, в 

частности, нелинейное поведение физических свойств расплава (того 

же удельного электрического сопротивления и пр.) выше точки ликви-

дуса при сохранении ближнего порядка, о чем свидетельствуют дан-

ные рентгенографии [7]. Однако взгляды на структуру и размер атом-

ных микрогруппировок, где сохраняется ближний порядок, весьма 

различны. С.Р.Элиотт оперирует размерами групп атомов «ближний 

порядок» 2-5 Å, «средний порядок» 5-20 Å, «дальний пoрядoк» — 

свыше 21 Å [8]. Б.Г.Лифшиц называет ближним порядком атомные ас-

социации с геометрически правильным строением [9]. 
По данным Л.А.Жуковой структура ближнего порядка расплава 

вблизи ликвидуса может быть ОЦК и ГЦК подобной, но не связанной 
с исходной твердой структурой, т.о. расплав наследует ближайшее 
окружение, но не тип решетки [10]. В работе [11] утверждается, что 
количество типов кластеров и их химическую структуру можно пред-
сказать с помощью диаграмм фазовых равновесий исследуемых си-
стем. Но в жидкостях могут образовываться группировки атомов, ко-
торые не свойственны для твердого состояния вещества [12]. Д.Тёрн-
балл [13] и В.А.Полухин с соавторами [12] придерживаются мнения о 
возможности образования в расплавах особого некристаллического 
ближнего порядка на основе икосаэдрических структур, обладающих 
несколько меньшей энергией по сравнению с кристаллическими ГЦК 
или ГПУ упаковками с тем же числом атомов [13]. H.A.Ватолин отме-
чает, что «ближний порядок икосаэдрического типа (и преобладание 
симметрии пятого порядка) может характеризовать высокотемпера-
турное состояние любого расплава без учета индивидуальных особен-
ностей, связанных с конкретным химическим составом [14].  
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С.И.Попель с соавторами, исследуя дальние максимумы функций 

распределения, приходят к выводу, что при потере дальнего порядка, 

вызванного плавлением кристалла, атомы перераспределяются в более 

симметричную конфигурацию [15]. Для ГЦК и ОЦК — металлов это 

изменение координационной сферы соответствует переходу в икоса-

эдрическую решетку, в каждой из 12-ти вершин которой сходятся по 

пять граней в виде правильных треугольников. Научным коллективом 

под руководством П.С.Попеля предложено и развито представление о 

метастабильной микрогетерогенности расплавов [16]. В расплавах по-

сле фазового перехода «кристалл-жидкость» отмечаются признаки от-

сутствия полного перемешивания компонентов веществ на атомном 

уровне. В эвтектических жидкостях с ограниченной смешиваемостью 

возможно длительное существование микронеоднородностей, унасле-

дованных от исходного гетерогенного слитка [17].  

И.В.Гаврилин, анализируя процессы плавления, разработал и 

обосновал свой вариант модели квазикристаллического строения рас-

плавов. По его мнению, структура металлической жидкости состоит 

из колеблющихся кластеров, межкластерных разрывов и активирован-

ных атомов, и эти элементы структуры непрерывно взаимодействуют 

между собой [18, 19]. Кластеры наследуют из исходного твердого со-

стояния характер ближайшего упорядочения и моновакансии. Меж-

кластерные разрывы представляют собой щели шириной около 0,1 нм, 

раскрывающиеся и закрывающиеся при расхождении и схождении 

кластеров в процессе каждого периода тепловых колебаний. Активи-

рованные атомы располагаются на открытой поверхности кластеров и 

имеют, как минимум, одну свободную связь. Увеличение числа сво-

бодных связей повышает степень активации. Такие атомы не образуют 

самостоятельную структурную зону и отличатся тем, что на период 

нахождения на открытой поверхности обладают дополнительной 

энергией и относительной свободой перемещения по поверхности кла-

стера и между кластерами. Количество активированных атомов может 

служить степенью разупорядочения и мерой активности жидкого ме-

талла по сравнению с твердыми. Методика термодинамических расче-

тов И.В.Гаврилина [19] позволяет определить количество кластеров, 

количество атомов в кластере, объем межкластерных разрывов, коли-

чество активированных атомов, а также найти температурные зависи-

мости этих структурных параметров. 
Современные представления о структуре металлических жидко-

стей вблизи температуры ликвидус также согласуются с квазикристал-
лической моделью, согласно которой расплав состоит из кластеров и 
межкластерной разупорядоченной зоны. Различия мнений возникает 
при обсуждении изменения структуры расплава при нагреве или дли-
тельных изотермических выдержек сплава в твердом состоянии в 
условиях постоянного давления. Ряд ученых утверждают, что в 
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начальный момент между кластерами и разупорядоченнной зоной 
происходит обмен атомами и объемные доли структурных составляю-
щих не изменяются [20]. С повышением температуры доля кластеров 
уменьшается, доля межкластерной зоны увеличивается [21, 22] и по 
достижению определенной температуры расплав представляет собой 
«газоподобную» структуру [20] или даже «квазигаз» [23, 24].  

Другие исследователи уверены в полиморфизме расплава, прояв-

ляющемся при нагреве или длительной выдержке [25, 26, 27]. По ре-

зультатам рентгено-дифракционных исследований кластерная струк-

тура расплава полностью не разупорядочивается. Металлическая жид-

кость все также состоит из кластеров и межкластерной области, при 

этом объемы структурных составляющих не изменяются. Нагрев или 

выдержка способствуют лишь уменьшению размеров атомных микро-

группировок с равномерным распределением элементов.  

Таким образом, на текущий момент существуют нескольких ос-

новных моделей, описывающих жидкий металл: квазигазовая, дыроч-

ная, квазикристаллическая и квазихимическая [28]. Несмотря на боль-

шое количество подходов к описанию металлических расплавов, ни 

один из них не дает однозначного описания поведения вещества при 

плавлении, как не позволяет однозначно интерпретировать накоплен-

ный богатый экспериментальный материал. 

Частичному восполнению этого пробела и посвящена данная ра-

бота. В ней мы проводим моделирование динамики кластера и оценка 

его характеристик (средний размер, межкластерное расстояние, дина-

мическая вязкость, плотность) в предположении, что кластеры без-

условно являются структурными единицами расплава. Кроме того, 

сделана попытка связать температурную и временную динамику кла-

стера и наблюдаемое в эксперименте поведение поли- и изотермиче-

ских зависимостей удельного электросопротивления. 

Концепция построения модели. Определим кластер в расплаве 

как одну из форм безусловно жидкого состояния: пространственные 

области, обладающие атомной плотностью близкой к таковой для 

твёрдого тела, но лишённые регулярной пространственной структуры 

типа решётки. Другими словами, это настолько «перегретая» решетка, 

что амплитуда и асинхронность тепловых колебаний отдельных ато-

мов не позволяет выделить в ней дальний порядок; тем не менее, дан-

ная наноструктурная единица сохраняет плотность, практически рав-

ную плотности твёрдого тела. Тот факт, что жидкости одного химиче-

ского состава, но разных плотностей перемешиваются крайне не-

охотно, не является чем-то новым (пример — вода). 

Будучи помещённым в стационарные термодинамические усло-

вия — постоянные температура и внешнее давление — кластер посте-

пенно разрушается («тает»). Другими словами, при заданной темпера-

туре, вероятность обнаружить кластер больше определённого размера 
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резко падает, причём величина этого размера уменьшается с течением 

времени. 

Разрушение кластера происходит по диффузионному механизму. 

Диффузия есть неравновесный необратимый процесс; необратимо-

стью также характеризуются экспериментально наблюдаемые анома-

лии поведения различных физических характеристик расплава. 

 

 

Рис. 1. Модельный кластер 1  и свободная зона  , содержащая только один 

кластер 

 
Таким образом, в нашей концепции формулируется начально-кра-

евая задача с движущейся границей, для решения которой применя-
ется численное моделирование методом трассировки траектории ча-
стиц, а для описания эволюционных процессов используется ряд клас-
сических физических теорий. Данная постановка характерна для за-
дачи Стефана, в которой рассматривается движение границы раздела 
плотностей жидкость-жидкость одного вещества. Геометрия системы 
и постановка задачи близка к описываемой в [29] при отсутствии в си-
стеме термодиффузии.  

В настоящем контексте наибольший интерес представляют новые 

вычислительные методы решения данного класса задач [30, 31, 32, 33]. 

Основная сложность в вычислительном подходе для решения задачи 

Стефана заключается в динамическом перестроении границ анализа 

системы в постоянном универсуме, что связано не только с итераци-

онным пересчетом параметров модели [30], но и в необходимости 

накладывания расчетной сетки (движущаяся сетка) на каждом времен-

ном отчете [31, 32, 34, 35]. Для преодоления этой сложности в ряде 

задач имеет смысл, вместо явного определения границы в каждый от-

счет времени, использовать методы сквозного счета [33]. Данный под-

ход применен и в настоящей работе, так как данные, которые должны 

быть априорными для определения текущего положения границы, в 

рамках используемого численного метода, являются апостериорными 

[30]. Обзор методов решения данного класса задач предложен в работе 

[36].  



R
c

R
i
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Основы вычислительных методов молекулярной динамики пред-

ставлены в [37] и в современной форме, в близком к настоящей задачи 

приложению, используются в [38] и [39]. При чем, в работе [39] рас-

сматривается проблема диффузии в жидкостях на атомарном мас-

штабе методом молекулярной динамики, что в полной мере соответ-

ствует постановке задачи в настоящей работе. Силовое взаимодей-

ствие активных частиц в системе описывается в [40]. Метод трасси-

ровки траектории частиц, применяемый к определению динамики 

электронов в специфических условиях описывается в [41]. Расшире-

нием этого метода может является метод дискретных элементов (ме-

тод дискретных частиц) [32, 42, 43], который находит свое примене-

ние, в том числе, при анализе движения электронов в среде [44, 45], а 

также, естественным образом, для решения задач диффузии в жидко-

стях [39]. Высокоточный метод расчета динамики электронов в плазме 

представлен, например, в [46]. Численный метод для расчета дина-

мики электронного газа во временной области изложен в работе [47].  

Для решения поставленной задачи применяются ряд физических 

концепций. Диффузионное перемещение активных частиц кластера во 

внешнюю среду расплава, описывается дифференциальным уравне-

нием Ньютоновской механики [29, 40, 42, 43] в котором динамика 

определяется броуновской силой [48] и силой вязкого трения [49]. 

Электрическое сопротивления расплава исследуется согласно закону 

Друде [41, 50], в контексте близком к изложенному в [47]. Результаты, 

полученные авторами этой работы, позволяют, в том числе, судить о 

валидности проведенного вычислительного эксперимента.  

Изучение расплавов проводилось в работе [51, 52]. Если работа 

[52] описывает процессы диффузии в расплавах, то работа [51] метода 

измерения электрического сопротивления в них, что в целом, является 

главными предпосылками для проведения настоящего исследования. 

В [52] описывается механизм диффузии в металлических расплавах на 

атомарном масштабе. В данном контексте можно говорить о процессе, 

обратном диффузионному току, который, в некоторых специальных 

случаях имеет полуаналитический подход к решению [53]. 

Моделирование. В рамках предлагаемой модели металлическая 

жидкость рассматривается как суспензия, состоящая из моноатомного 

жидкого металла с плотностью 
liq  и динамической вязкостью 

liq , и 

равномерно распределённых в ней одинаковых по своим размерам 

сферических образований – кластеров. Кластер обладает своими зна-

чениями плотности 
c , которая близка к таковой для твёрдого ме-

талла, и динамической вязкости 
c , оценка которой производится в 

процессе моделирования. 
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И кластер, и моноатомная жидкость образованы из сферических 

«атомов» одинакового размера, между которыми нет электрического 

и химического взаимодействия. Термин «атом» взят в кавычки, чтобы 

подчеркнуть идеальность элементарных частиц модельного расплава. 

В дальнейшем изложении кавычки будут опущены. Каждый атом 

имеет массу 
pm  и диаметр 

pd  (т.н. «модель твёрдых шаров»). 

Измеряемыми макропараметрами системы являются плотность 

суспензии 
sus  и динамическая вязкость 

sus . В системе действуют 

только два вида сил: силы броуновской диффузии и силы вязкого тре-

ния. Вся эволюция системы определяется только действием этих сил, 

и в форме второго закона Ньютона для каждого атома задача форму-

лируется в виде [54, 55, 56]. 

 
( )p p

b d

d m v
F F

dt
  , (2) 

где 
pv  — вектор мгновенной скорости каждого атома; t  — время; 

,b dF F  — силы броуновской диффузии и вязкого трения соответ-

ственно, определяемые согласно [54] следующим образом: 

 
6π μ

ξ
p

b

k Td
F

t



, (3) 

 
2

18μ

ρ

p p

d

p

m v
F

d
  . (4) 

где ξ  — случайный единичный вектор, определяющий направление 

действия силы; k  — постоянная Больцмана; T  — термодинамическая 

температура; величины динамической вязкости   и плотности   бе-

рутся в зависимости от того, где располагается атом:  

μ μc , ρ ρc , если атом в составе кластера; μ μliq , ρ ρliq , если атом 

в моноатомной жидкости; t  — шаг расчёта модели по времени. 

Необходимо обозначить круг величин, определяющих начальное 

состояние модели ( 0t  ): 
relN  — количество частиц в составе перво-

начального кластера, причём атомы заполняют объём кластера с нуле-

вой начальной скоростью и с равным удалением друг от друга; 
cR  — 

радиус кластера; 
iR  — расстояние от центра кластера до «бесконечно-

сти», т.е. такое расстояние, пройдя которое атом, покинувший кластер 

и подошедший к границе другого кластера, неотличим по скорости от 

атомов моноатомной жидкости; 
c id R R   — характеристическое 

расстояние между кластерами. Удобно также ввести объём кластера 
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3

1 4π / 3cR   и «бесконечный» объём или свободная зона 34π / 3iR 

, которая рассматривается как область расплава в которой присут-

ствует только один кластер. 

Для определения динамической вязкости суспензии в начальный 

момент времени используется формула из [57]: 

 μ μ (1 2,5 )sus liq   , (5) 

где   – объёмная доля кластеров в суспензии и, с учётом введённых 

размерных параметров модели 
cR  и 

iR , равная: 

 

3

c

i

R

R


 
  
 

. (6) 

Численный коэффициент перед   получен в [57] эмпирически и 

может быть уточнён. Его величина зависит как от принятой в модели 

формы частиц, так и от самой  . Формула (4) справедлива в случае, 

когда частицы суспензии не взаимодействуют друг с другом. 

Для плотности суспензии существует три выражения. Первое, по 

определению: 

 ρ
liq rel p

sus

m N m



, (7) 

где 
1ρ ( )liq liqm    — масса моноатомной части расплава. Второе 

выражение есть линейная зависимость для суспензий и эмульсий: 

 ρ ρ (1 ) ρsus liq c    . (8) 

И, наконец, третье выражение через специально вводимый коэф-

фициент пропорциональности ( 1  ): 

 ρ ρsus liq . (9) 

Для выражения величины динамической вязкости внутренней 

среды кластера используется модель незанятого объема (FVM — Free 

Volume Model), описанная в [58, 59]: 

 μ μ exp
rel p

c liq

f

BN V

V

 
   

 

, (10) 

где 
3 / 6p pV d  — объём, занимаемый отдельным атомом; 

( 1)f cm vV V C   — незанятый, свободный от атомов, объём простран-

ства внутри кластера; 
cm rel pV N V  — минимальный физически допу-

стимый объём кластера как сумма объёмов составляющих его атомов; 
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1 /v cmC V  — отношение действительного и минимального физиче-

ски допустимого объёмов кластера. Коэффициент B  в формуле (10) 

есть неизвестный безразмерный эмпирический параметр, величина ко-

торого определяется в результате расчётного эксперимента. 

Таким образом, формула (10) для оценки динамической вязкости 

внутренней среды кластера упрощается к виду: 

 μ μ exp
1

c liq

v

B

C

 
  

 
. (11) 

Для оценки плотности кластера по аналогии с плотностью суспен-

зии записываются два выражения: определяющее и через эмпириче-

ский коэффициент пропорциональности α 1 , ρss
 — плотность твёр-

дого вещества): 

 
1

ρ αρ
p rel

c ss

m N
 


. (12) 

Известно, что  0,95 / 0,99a   [59], а плотность твёрдого сплава 

есть известная величина. Из соотношения (12) выражается объём кла-

стера (13), и, учитывая принятую в модели его сферическую геомет-

рию, – также и радиус (14): 

 1
αρ

p rel

ss

m N
  , (13) 

 3

3

4παρ

rel p

c

ss

N m
R  . (14) 

Согласно принятой модели, эволюция кластера заканчивается его 

практически полным распадом, когда расплав становится почти одно-

родной субстанцией. Иначе говоря, в некоторый конечный момент 

времени 
ft  вся среда в объёме   становится практически моноатом-

ной жидкостью, а кластер теряет более 95 % составлявших его частиц.  

Граничные условия задачи моделирования имеют следующий 

вид: μ ( ) μsus f liqt t   и ρ ( ) ρsus f liqt t  . Динамика макропараметров 

суспензии во времени может быть описана аналогичным образом: 

μ ( ) μsus f liqt t   и ρ ( ) ρsus f liqt t   – динамическая вязкость и плот-

ность суспензии стремятся со временем к характеристикам моноатом-

ной жидкости. 

Для динамической вязкости и плотности кластера граничные 

условия в таком виде не могут быть записаны, т.к. начальные значения 
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этих величин априори неизвестны. В настоящей модели предполага-

ется неизменность внутренних параметров кластера во времени: 

μ ( )sus ft t const   и ρ ( )sus ft t const  . Тогда, для удовлетворения 

граничных условий задачи необходимо потребовать уменьшение раз-

мера кластера с течением времени, т.е. перейти к задаче с движущейся 

границей: в формулах (5) и (6) ( ) 0ft t   .  

Физически такую постановку задачи можно интерпретировать 

следующим образом. Кластер представляет собой плотную и вязкую 

субстанцию. Взаимодействие кластера с моноатомным расплавом осу-

ществляется только на границе кластера. Приграничные частицы кла-

стера диффундируют в расплав, в то время как атомы в глубине кла-

стера не испытывают влияния внешней среды. Покинувшие кластер 

атомы больше не формируют его границу, а уже принадлежат моно-

атомному расплаву. Таким образом, радиус кластера уменьшается с 

течением времени, а внутренняя структура кластера сохраняется. 

При таком подходе силы, определяющие динамику задачи (фор-

мулы (2) и (3)), не являются функциями времени, т.к. плотность и ди-

намическая вязкость кластера не изменяются, а изменяется объём 1 

и, соответственно, радиус Rc. Т.к. параметр 
vC  (11), очевидно, также 

оказывается постоянной величиной, начальное и мгновенное значение 

радиуса кластера можно выразить как: 

 3
3

4π

v p rel

c

C V N
R  , (15) 

 
 

3
3 (γ 1) ( )

4π

v p rel sel

c

C V N N t
R

 
 , (16) 

где 
selN  есть число атомов, первоначально принадлежавших кластеру, 

но покинувших его, и, к моменту времени t , пребывающих в составе 

моноатомного расплава в пределах объёма  . Безразмерный параметр 

замещения γ 1  показывает сколько атомов должно покинуть кластер 

(знаменатель), чтобы в кластер проникла одна частица из моноатом-

ного расплава (числитель). 

Для расчета удельного электрического сопротивления среды ис-

пользуется модель проводимости Друде, аналогично тому, как это 

было сделано в [41]. Обратная величина, удельная проводимость, рас-

считывается как (17): 

 σ μe een , (17) 

где e  — заряд электрона, 
en  — концентрация электронов в области 

моноатомного расплава, 
e  — подвижность электронов. 
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Подвижность электронов 
e  (18) может быть выражена через ча-

стоту рассеяния электронов в среде 
cf  (19), где 

em  — масса электрона, 

np — концентрация центров рассеяния, 
  — сечение рассеяния, 

e  — 

среднеквадратичная максвелловская скорость свободного пробега 

электронов: 

 μe

e c

e

m f
 , (18) 

 σ vc p ef n  , (19) 

В рамках предложенной модели концентрация центров рассеяния 

pn  возрастает со временем: 

 
1

[1 γ] ( )
( )

liq sel

p

N N t
n t

 



, (20) 

где 
lipN  — число центров рассеяния в области моноатомной жидкости: 

 
1ρ ( )liq

liq

p

N
m


 . (21) 

Подстановкой выражений (18–20) в (17) получается зависимость 

удельного электрического сопротивления от параметров модели во 

времени: 

 
 

2

σ v [1 γ]
( )

e e liq sel

e

m N N
r t

e N

  
 , (22) 

где 
1( )e eN n   есть число электронов проводимости в области 

пространства расплава, занимаемой одним кластером. 

Очевидно, что в начальный момент времени: 

 min 2

σ v
( 0)

e e liq

e

m N
r r t

e N


   , (23) 

поскольку 0selN   (ни один атом ещё не покинул кластер), и возрас-

тание удельного электрического сопротивления во времени будет 

определяться быстротой возникновения новых центров рассеяния за 

счёт распада кластера и перехода составлявших его атомов в область 

моноатомной жидкости. Для конечного (при 
ft t ) значения удель-

ного электрического сопротивления выражение (22) преобразуется к 

виду: 
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 

max 2

σ v (1 γ)β
( )

e e liq rel

f

e

m N N
r r t t

e N

  
   , (24) 

где безразмерный коэффициент 1   есть доля атомов, первона-

чально входивших в состав кластера и покинувших его в процессе рас-
пада. Именно этот коэффициент определяет полноту распада кластера, 
когда утверждается, что кластер распадается «практически» полно-
стью и расплав становится «практически» моноатомной жидкостью.  

Фактически, кластеры никогда полностью не распадаются, остав-
ляя после себя некие кластерные остовы. В пользу неокончательного 
распада кластера свидетельствует экспериментальный факт сохране-
ния ближнего порядка (например, по спектрам рентгеновской дифрак-
ции) [10]. 

Величины начального 
minr  и конечного 

maxr  удельного электриче-

ского сопротивления расплава могут быть установлены в процессе 

эксперимента, т.е. полагаются априорно известными по отношению к 

модели. Тогда, количество электронов проводимости в области, зани-

маемой одним кластером, выражается из формулы (23): 

 
2

min

σ ve e liq

e

m N
N

e r


 . (25) 

Для окончательного описания модели следует установить связь 

между параметрами модели:  ,  ,   и макропараметрами системы. 

Наблюдаемое в эксперименте отношение максимального и минималь-
ного удельных электрических сопротивлений в рамках модели выра-
жается отношением выражения (24) к (23): 

 max

min

(1 γ)β
1 rel

liq

r N

r N


  . (26) 

Из формулы (21) выражается объём моноатомной жидкости 

i  и записывается в явном виде через размерные параметры мо-

дели 
cR  и 

iR : 

  3 34
π

3 ρ

p liq

i c

liq

m N
R R  . (27) 

Из формулы (27) в явном виде выражается радиус свободной зоны 

вокруг кластера 
iR ; из формулы (26) выражается число рассеивающих 

центров 
liqN  в области моноатомного расплава, содержащей один кла-

стер; радиус самого кластера 
cR  определяется по выражению (14). 

Итоговая формула, связывающая все параметры модели, принимает 
вид: 
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4π αρ
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  

   
  

 (28) 

Эксперимент и проверка модели. Необходимые для моделиро-

вания значения удельного электрического сопротивления 
maxr  и 

minr  

были получены в ходе проведения эксперимента по исследованию 

температурных зависимостей электросопротивления сложнолегиро-

ванного сплава на основе никеля. Электросопротивление рассматри-

вается как одна из основных структурно-чувствительных характери-

стик определения структурных изменений в сплаве с течением вре-

мени и при изменении температуры. Эксперимент проводился по ме-

тоду Регеля [60–62]. В качестве модельного материала использовался 

жаропрочный никелевый сплав ЖС6У (плотность при равноосной 

кристаллизации 38400 кг м ), химический состав которого приведен в 

табл. 1. 

Таблица 1 

Химический состав сплава ЖС6У, вес. %, никель – баланс 
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В эксперименте были получены политермы нагрева и охлаждения, 

а также изотермы при трёх различных температурах. Политермы 

нагрева и охлаждения, а также изотермы при различных температурах 

(которые должны рассматриваться в привязке к политермам, масштаб 

оси ординат соответствует 1 Ом м ) приведены на Рис. 2. 

Для возможности численного сравнения с разрабатываемой моде-

лью политермы нагрева 
T

r  и охлаждения 
T

r  расплава были аппрок-

симированы функциональными аналитическими зависимостями вида: 

 

1 1

2 2

,

1 exp
τ

.

T
hi

T

C
r A B T

T T

r A B T





  
 

  
 

 

 (29) 
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Было также установлено, что изотермы удельного электрического 

сопротивления расплава при различных температурах хорошо аппрок-

симируются общей зависимостью вида: 

  max min min

1

( ) 1 exp
τ

t
r t r r r

  
      

  
, (30) 

где 
maxr , 

minr  определяются по политермам (29). 

Аппроксимация осуществлялась в пакете MicroCal OriginPro 2018 

по методу наименьших квадратов. Кривые аппроксимации экспери-

ментальных данных приведены на Рис. 2. 

 

 

 

а) Политерма нагрева (снизу), поли-

терма охлаждения (сверху) 

б) Изотерма при 1690 K 

 

 

в) Изотерма при 1721 K г) Изотерма при 1752 K 

Рис. 2. Политермы нагрева и охлаждения, изотермы модельного сплава 

ЖС6У; точки — экспериментальные значения, линии — аппроксимации 
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Значения рассчитанных коэффициентов зависимостей (29, 30) и 

коэффициенты детерминации соответствующих моделей представ-

лены в табл. 2. Следует принять во внимание, что все эмпирические 

коэффициенты рассчитывались только для диапазона изменения пара-

метров реального эксперимента; иначе говоря, за пределами измене-

ния параметров погрешность коэффициентов (табл. 2) не исследова-

лась. 

Таблица 2 

Рассчитанные коэффициенты при аппроксимациях (29, 30) 

 

Целью дальнейшего моделирования является варьирование и 

нахождение такого набора входных параметров модели (28) T , B , 

relN , α , β , γ , при которых зависимость удельного электрического со-

противления (22) совпадала бы с экспериментальными данными (ап-

проксимация (30)). 

Моделирование осуществляется для трех температурных точек, в 

соответствии с имеющимися экспериментальными данными для изо-

терм (рис. 2б-г)). Для политермического моделирования используются 

следующие эвристические условия: ( )B T const , γ( )T const . Значе-

ния этих величин оптимизируются по критерию наилучшего совпаде-

ния с экспериментальными данными временной эволюции кластера 

(рис. 2б-г) для каждой из трех температур. 

Также были наложены следующие три физически обоснованные 

условия для температурной эволюции кластера: 

 ( ) , α( ) ,β( )relN T T T      . 

Коэффициент 
Расчетное 

значение 

Условия экс-

перимента 

Единица изме-

рения 

Коэф. детерми-

нации аппрок-

симации (R2) 

A1 73  8,5 единый Омм 

0,99 

B1 
0,023  

0,005 
единый ОммK-1 

C 8,8  1,4 единый безразмерный 

 22,8  6,3 единый с 

Thi 1841,2  3,8 единый K 

A2 92,4  2,4 единый Омм 

0,94 
B2 

0,017  

0,001 
единый ОммK-1 

1 

1511  335 

1156  161 

812  165 

T=1690 K 

T=1721 K 

T=1752 K 

с 

0,86 

0,95 

0,96 
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Обоснованность первого условия легко установить из рис. 2а: с 

ростом температуры нижняя граница удельного электрического со-

противления движется вверх, а это означает, что в области моноатом-

ной жидкости возникают новые центры рассеяния электронов, появ-

ляющиеся из-за диффузии активных частиц кластера. Второе условие 

означает, что с ростом температуры, плотность кластера стремится к 

плотности расплава, что является температурным аналогом гранич-

ных условий временной эволюции кластера. И последнее условие по-

казывает, что с уменьшением количества частиц в кластере, требуемая 

доля покинувших кластер частиц, для достижения требуемого уровня 

удельного сопротивления, повышается. 

Математическое моделирование молекулярной динамики прово-

дилось в среде Comsol 5.5 в модуле трассировки траекторий частиц. В 

рамках модельных исследований было проведено более 300 итераций 

расчета для различных наборов параметров. В Табл. 3 собраны наибо-

лее близкие к экспериментальным данным входные параметры мо-

дели, на рис. 3 показаны соответствующие графики временной эволю-

ции кластера для трех температурных точек. Для итоговой модели, 

применяя граничные и эвристические условия для описания темпера-

турной эволюции кластера, указанные выше, из данных приведенных 

в табл. 2, для каждой температурной точки были выбраны следующие 

значения входных параметров: 

‒ при  1690T K :  5000relN  ;  0,970  ;  0,97  ; 

 10,3B  ;   1/10  ; 

‒ при  1721T K :  3000relN  ;  0,967  ;  0,96  ; 

 10,4B  ;   1/ 20  ; 

‒ при  1752T K :  2000relN  ;  0,965  ;  0,98  ; 

 10,4B  ;   1/ 250  . 

На графики (рис. 3) вынесены те варианты моделей, для которых 

коэффициенты детерминации наибольшие (в табл.3, последняя 

строчка, выделены жирным шрифтом). 

Температурные зависимости наиболее значимых параметров кла-

стера показаны на рис. 4. Для более точной аппроксимации была вы-

брана дополнительная четвертая температурная точка    2100 T К , ко-

торая расположена в области, в которой ожидается достижение прак-

тически полностью однородного расплава, т.е. выполняются эквива-

лентные временным граничные условия при достижении 
ft . Темпера-

турная зависимость радиуса кластера  cR T  хорошо аппроксимиру-

ется экспоненциальной зависимостью, а вязкости  c T  — гипербо-

лической (31) (см. рис.4): 
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Таблица 3 

Параметры модели, обеспечивающие наилучшую точность  

 

 

 

 

 

 
а) Политерма нагрева (снизу), поли-

терма охлаждения (сверху) 

б) Изотерма при 1690 K 
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β 0,95 0,95 0,97 0,96 0,96 0,96 0,98 0,98 0,99 

γ 
1/3

0 
1/200 

1/1

0 
1/250 1/10 

1/25

0 
1/250 

1/25

0 

1/25

0 

П
ар

ам
ет

р
ы

 м
о

д
ел

и
 

п
р

и
 t

 =
 0

 

Ri,  

нм 
5,38 5,62 5,49 4,8 4,73 4,8 4,28 4,28 3,9 

Rc, н

м 
2,33 2,41 2,41 2,04 2,04 2,04 1,78 1,78 1,62 

с 

Пас 
3,93 2,95 2,95 2,76 2,76 2,19 2,19 1,95 1,55 

с 

кг/м3 

814

8 
8148 

814

8 
8123 8123 8106 8106 

809

8 
8081 

К
о

эф
. 

д
е-

те
р

м
. 

ап
п

р
. 

0,84 0,92 0,96 0,96 0,96 0,94 0,96 0,95 0,84 

,  ct

,  ct

1690 KT 

1721 KT 

,  Ом мR 

124

122

120

118

116

114

112

110

124

122

120

118

116

114

112

110

0  1000   2000  3000  4000  5000  6000

0  1000   2000  3000  4000  5000  6000

,  Ом мR 

модель

модель

эксперим

эксперим



Диффузионная модель эволюции кластера в металлическом расплаве… 

21 

 

в) Изотерма при 1721 K 

Рис. 3. Изотермы электросопротивления сплава ЖС6У: наложение             

аппроксимаций экспериментальных данных (по Рис. 2б-г) (сплошные линии) и    

результатов моделирования с наилучшими коэффициентами детерминации      

(пунктирные линии) 
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б) Изотерма при 1690 K 

Рис. 4. Результаты моделирования динамики поведения радиуса кластера 

(слева) и его динамической вязкости (справа) с ростом температуры 
 

Температура 
liqT — температурная точка ликвидуса, в данном ис-

следовании равная 1633 К. Значение параметров аппроксимации (31): 
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Анализируя ход политерм (29), можно заключить, что в точке лик-
видуса динамическая вязкость кластера становится бесконечно боль-
шой, что означает прекращение процесса броуновской диффузии. Фи-
зически, процесс разрушения кластера становится очень медленным, 
что имеет и экспериментальное подтверждение. 

Заключение. По итогам проведенного исследования можно сде-
лать ряд выводов, которые в целом подтверждают выводы других ис-
следователей, упомянутых во Введении, и обсуждаемых предположе-
ний.  

Во-первых, можно заключить, что модель броуновской диффузии 
и теория проводимости Друде применимы для описания, как времен-
ной, так и температурной эволюции кластера. 

Далее, по результатам моделирования можно заключить, что кла-
стер представляет из себя неоднородное включение в жидкую среду 
расплава, по характеристикам близкое к аморфному металлу или ме-
таллическому стеклу. Ни при временной, ни при температурной эво-
люции кластер полностью не распадается, поэтому в области анализа 
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всегда сохраняется ближний порядок, что подтверждается экспери-
ментально. 

В-третьих, вероятнее всего, кластер не является однородным по 
своей внутренней структуре. Анализируя временную эволюцию кла-
стера и его неполный распад в ней, можно сделать предположение, что 
центральная область кластера является гораздо более плотной и вяз-
кой, нежели приграничный с моноатомным расплавом слой. 

Дискуссионным остается вопрос о времени жизни кластера и ста-
бильности проявляемых им свойств. По результатам эксперимента 
можно высказать предположение, что характеристическое время рас-
пада кластера (формула (20), таблица 2) связано с температурой рас-
плава при изотермической выдержке простым соотношением (32). 

   1τliqT T const   (32) 

При моделировании были получены следующие параметры кла-

стера для различных температур: 

Таблица 4 

? 

Температура, К 1690 1721 1752 

Количество частиц в составе кластера 5000 3000 2000 

Коэф. плотности (относительно твердого в-ва) 0,970 0,967 0,965 

Доля атомов, входивших в состав кластера и по-

кинувших его в процессе распада 
0,970 0,960 0,980 

Эмпирический коэф. динамической вязкости кла-

стера (10) 
10,30 10,40 10,40 

Параметр замещения – отношение покинувших 

кластер атомов к пришедшим 
0,100 0,050 0,004 

Радиус кластера, Å 24,14 20,38 17,82 

Радиус свободной зоны вокруг кластера, Å 56,23 48,04 42,76 

Динамическая вязкость кластера, *1010 Па*с 2,951 2,761 1,953 

Плотность кластера, кг/м3 8148 8123 8098 

 

Согласно результатам моделирования, плотность кластера в рас-
сматриваемом температурном диапазоне изменяется линейно с изме-
нением температуры, что соответствует экспериментальным данным, 
аналогично ведет себя и доля покинувших кластер атомов (она 
условно постоянна), при этом коэффициент плотности меняется нели-
нейно. Количество частиц в кластере, радиус кластера и радиус сво-

бодной зоны также имеют нелинейный (экспоненциальный, 2 0,99R 

) характер спада с ростом температуры, при этом свободная зона 
уменьшается несколько быстрее, чем сокращается объем кластера (от-
ношение их объемов изменяется практически линейно от 2,33 до 2,40). 
Динамическая вязкость кластера с ростом температуры уменьшается 
достаточно быстро по существенно нелинейному закону. 
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Направления дальнейшего совершенствования модели эволюции 

кластера: 

1. Моделирование нескольких кластеров в рамках одной 

области анализа, для учета их взаимного влияния друг на друга. 

2. Моделирование неоднородного кластера, для 

подтверждения, выдвинутого выше предположения. 

3. Включение в систему второго типа активных частиц, для 

моделирования динамики электронов для уточнения теории 

проводимости в металлических расплавах. 
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A Diffusion Model of Cluster Evolution in a Heat-Resistant 

Nickel Alloy Metal Melt  

 A.G. Tyagunov1, K.M. Zeyde2, O.B. Milder1, D.A. Tarasov1 

1Ural Federal University, Yekaterinburg, Mira, 19, 620002 Russia 
2University of Genoa, Genoa, Via Opera Pia 11a, 16121 Italy 

 

In this work, a mathematical model of the thermo-temporal evolution of a cluster in the 

melt of a heat-resistant nickel alloy ZhS6U is constructed. An initial-boundary value prob-

lem with a moving boundary is formulated, for the solution of which numerical modeling 

is used by the particle trajectory method, and a number of classical physical theories are 

used to describe evolutionary processes. To check the accuracy of the model, a physical 

experiment is involved in constructing polytherms and isotherms of the electrical re-

sistance of the alloy under consideration. It has been confirmed that the Brownian diffu-

sion model and Drude's theory of conductivity are applicable to describe both the temporal 

and temperature evolution of a cluster. The approach to modeling based on "hard balls" 

also justified itself. According to the simulation results, in the time range from 1690 to 

1752 K, the number of particles in the cluster varies from 5000 to 2000, the average dy-

namic viscosity of the cluster varies from 3 to 2 * 1010 Pa * s, however, it is assumed that 

the central part is much denser than periphery. The cluster radius varies from 24 to 18 Å, 

and the radius of the free zone around the cluster varies from 56 to 43 Å. The directions 

of further development of the model are determined. 
 

Keywords: numerical simulation, moving boundary problem, molecular dynamics, melt, 
electrical resistance 
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