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В данной работе рассматривается оптимизация перелета спутника малой массы 

с орбиты Земли на орбиту Марса под солнечным парусом. Оптимизация управления 

углом установки солнечного паруса проводится с использованием принципа макси-

мума Понтрягина при минимизации времени перелета. В отличие от предшеству-

ющих работ на эту тему решение краевой задачи, к решению которой сводится 

принцип максимума, получено методом пристрелки. Программа расчета написана 

на языке программирования С++. Несмотря на вычислительные сложности,                   

возникающие при использовании метода пристрелки, удалось добиться хорошей 

сходимости метода Ньютона, лежащего в основе алгоритма. Проведен анализ 

точности полученных результатов и показана возможность применения метода 

пристрелки при решении подобных задач. Проведено сравнение с данными ранее 

опубликованных работ. Несмотря на некоторые допущения, использованные при 

разработке алгоритма расчета, работа имеет свою ценность в плане оценки                    

возможности использования метода пристрелки, дающего наиболее точные                       

численные результаты оптимизации. 
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ных дифференциальных уравнений, оптимальное управление, принцип максимума 
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Введение. Изучение возможности использования солнечного                

паруса в межпланетных перелетах в солнечной системе не теряет 

своей актуальности уже несколько десятилетий. Оптимизация углом 

установки солнечного паруса является задачей, определяющей саму 

возможность реализации перелета спутника малой массы с орбиты 

Земли на орбиты других планет солнечной системы. 

Идея использования давления солнечного света для космических 

перелетов возникла еще в 19-ом веке. Попытка разработки реального 

проекта была осуществлена в России в 20-х годах двадцатого века. 

Принадлежит Фридриху Цандеру, одному из основоположников                        

ракетостроения. Давление света очень мало и уменьшается пропор- 

ционально квадрату расстояния от Солнца. Солнечный парус, как                    

движитель космического аппарата даже небольшого по массе, должен 

иметь большую площадь поверхности и быть при этом изготовлен из 

сверхлегких материалов. Разработка проектов солнечного паруса во 

многих странах велась с начала 90-х годов прошлого века. Но только 
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в этом столетии впервые были осуществлены и выведены на орбиту 

первые спутники с солнечными парусами на борту. Первым                          

успешным проектом был японский IKAROS [1], продемонстрировав-

шим управляемое маневрирование с помощью солнечного паруса.             

Запущен в 2010 году. В качестве отражающей поверхности он исполь-

зует квадратную полиимидную пленку (каптон, производства DuPont), 

состоящую из четырех трапециевидных фрагментов. Толщина паруса 

составляет 7,5 микрон, но в нее дополнительно вшиты тонкопленоч-

ные солнечные батареи, предназначенные для генерации электриче-

ства. Парус представляет собой квадрат со стороной 14 метров.               

Процесс раскрытия занял семь дней, после чего IKAROS отправился к 

Венере. 

Разработки солнечного паруса проводились и в России. К сожале-

нию, успешных запусков спутников с солнечным парусом на борту не 

было осуществлено. 

Первым наиболее успешным американским проектом стал                               

аппарат LightSail–2 [1]. 23 июля 2019 года успешно раскрыл солнеч-

ный парус, а 31 июля ему удалось достигнуть роста максимальной               

высоты орбиты со скоростью около километра в сутки. Его парус из 

майлара имеет площадь 32 квадратных метра. Таким образом,                             

реальное воплощение идеи межпланетных перелетов без затрат                 

топлива начала осуществляться только в последние годы. Этим                  

объясняется всплеск интереса к моделированию возможных перелетов 

под солнечным парусом и с двигателями малых тяг в пределах солнеч-

ной системы [2, 3]. 

В качестве прототипа для проведения планируемых расчетов была 

выбрана постановка задачи и алгоритм, изложенный в работе [4]. 

Математическая модель оптимизации движения спутника в 

межорбитальном перелете (при использовании принципа максимума 

Понтрягина) представляет собой краевую задачу для системы                           

обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), которая была 

решена методом пристрелки. Метод пристрелки дает наиболее точные 

результаты при численном решении краевых задач [5]. К сожалению, 

существуют определенные трудности в реализации этого расчетного 

метода, в силу чего его редко используют при решении инженерных 

задач. Но при определенном опыте работы с методом Ньютона вполне 

возможно его реализовать даже для задач оптимального управления с 

переключением [5], [6], [7]. 

Моделированию движения спутников с солнечным парусом в пре-

делах солнечной системы посвящены и работы последних лет [8–12]. 

Постановка задачи оптимизации и математическое моделиро-

вание межорбитального перелета. Функционал задачи оптималь-

ного управления при минимизации времени перелета имеет вид: 
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0

min.

T

J dt T     

При составлении уравнений движения были приняты следующие 

допущения:  

 рассматривается межорбитальный перелет без учета 

притяжения ближайших планет, так называемый гелиоцентрический 

участок полета; 

 считаем орбиты круговыми и лежащими в одной плоскости. 

Уравнения движения в гелиоцентрической системе координат: 
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Здесь U  — радиальная составляющая скорости спутника в гелиоцен-

трической системе координат (рис. 1), м/с; V  — тангенциальная           

составляющая скорости, м/с; R  — расстояние от Солнца до спутника, 

м;   — полярный угол спутника, рад; T  — время перелета, с; 
0A  — 

ускорение, придаваемое спутнику силой притяжения к Солнцу на                   

орбите Земли, м/с2;   — ускорение, придаваемое спутнику силой                      

давления света Солнца на орбите Земли, м/с2;   — угол установки   
солнечного паруса, управление, рад, измеряется от тангенциальной       
составляющей скорости космического аппарата. По часовой стрелке в 
направлении от тангенциальной скорости идут положительные углы, 
против часовой стрелки — отрицательные. На рис.1 изображена сила 
T , действующая на космический аппарат от солнечного паруса. При 
таком действии силы парус будет установлен в положение отрицатель-

ных углов  . Ограничения на угол установки солнечного паруса 

,
2 2

 


 
  
 

.  

Краевые условия: 
0 0 0 0, 0, , 0V U R    — значения составляющих 

орбитальной скорости Земли, радиус Земной орбиты и полярный угол 
в выбранной системе координат в начальный момент времени, 

, 0,f fV U   fR  — значения составляющих орбитальной скорости 

Марса, радиус орбиты Марса в момент окончания перелета. 
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Рис. 1. Схема перелета между орбитами   

 

Функция Понтрягина, соответственно, будет равна: 
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Здесь , , ,U V R      — сопряженные переменные.  

Традиционно при решении задачи быстродействия методами              

проекции градиентов или условного градиента последнее слагаемое 

(подынтегральную 1, умноженную на 
0 1   ) не учитывают, так как 

она не влияет на нахождение экстремума. Для метода пристрелки ее 

наличие принципиально, так как будет использована невязка по                             

равенству нулю функции Понтрягина в конце процесса. 

Функция Понтрягина не линейна по управлению, поэтому можем 

воспользоваться уравнением Эйлера по управлению:  

 0
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Отсюда имеем два решения относительно *tg  (тангенс оптималь-

ного угла установки паруса): 
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Из соображений практического характера в начале перелета угол 

установки солнечного паруса должен находиться в четвертой четверти 

(отсчет угла ведется по часовой стрелке, см. рис.1 и систему уравне-

ний движения), то есть быть отрицательным. Окончательно получим:  
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Сопряженная система: 
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По условию транверсальности имеем ( ) 0T  . Учитывая                          

постоянство этой сопряженной переменной по времени, можем                   

исключить последнее уравнение из системы и исключить все слагае-

мые, содержащие  . Окончательно Пи–система (система ДУ,                      

содержащая уравнения движения и сопряженную систему с                             
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подставленным в нее оптимальным управлением) будет содержать 7 

уравнений и примет вид: 
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Алгоритм численной реализации математической модели.           
Метод пристрелки основан на сведении краевой задачи к задаче Коши, 

где неизвестные начальные значения некоторых функций (параметры 

пристрелки) задаются исходя из практических соображений конкрет-

ной задачи и опыта работы инженера–расчетчика. При интегрирова-

нии системы ДУ на правом конце образуются расхождения по                                

известным краевым условиям в конечный момент времени (невязки). 

Далее значения параметров пристрелки уточняются с использованием 

метода Ньютона решения системы нелинейных алгебраических                      

уравнений. Таким образом, внешний цикл в алгоритме метода                     

пристрелки — метод Ньютона. В работе был применен модифициро-

ванный метод Ньютона с оптимизацией шага в найденном                                 

направлении. Классический вариант метода (вектор параметров                          

пристрелки в следующем приближении принимает значения, получен-

ные при решении СЛАУ) в силу своей несходимости оказался                         

неприемлем. Внутренний цикл метода пристрелки для решения подоб-

ных краевых задач — численный метод интегрирования системы ДУ. 

В рассматриваемой работе был выбран метод Рунге–Кутта 4-го                        

порядка. СЛАУ решалась методом LUP–разложения. Следует отме-

тить также тот факт, что при оптимизации величины шага в                             
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Ньютоновском направлении использовалась не стандартная евклидова 

норма по невязкам, а так называемая локальная норма, введенная               

Федоренко Р.П. [5], рассчитываемая по формуле: 
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В ситуациях с разновеликими невязками и разновеликими скоростями 

их изменения подобная норма позволяет улучшить сходимость метода 

Ньютона. 

Был введен дополнительный параметр пристрелки — T , время                  

перелета. Система ДУ была переписана с учетом введения нового                     

аргумента для более корректного выхода из метода численного                                 

интегрирования:  1 1/ , 0,1t t T t  . 

Параметры пристрелки в рассматриваемой задаче: , , , .U V R Т    

Невязки:  
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Программа расчета была написана на языке программирования 

C++ с описанием переменных двойной степени точности. Точность по 

невязкам была выбрана 610  . Точность интегрирования была               

проверена путем обратного интегрирования системы ДУ от конца к 

началу для сошедшегося варианта. Совпадение составило по всем                    

переменным по всем шагам интегрирования (всего выбрано 1000                      

шагов) не менее 6 значащих цифр. 
Результаты расчета. В качестве начального приближения пара-

метров пристрелки были выбраны следующие значения: 
5695, 1383, 10 , 400U V R Т        . Значения подобраны из сооб-

ражения равенства нулю функции Понтрягина в начальный момент, 
анализа системы ДУ и реальным данным по перелету спутников с ор-
биты Земли на орбиту Марса. На рис. 2–5 представлены графики из-
менения фазовых переменных в процессе перелета с одной орбиты на 
другую. На рис. 6–8  — графики изменения сопряженных переменных. 
На рис. 9 — оптимальное значение угла установки солнечного паруса. 
Параметры пристрелки, найденные в процессе решения, равны: 

(0) 715,83, 1319,82, 0,0002485U V R     . Время перелета составило 
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403,5 суток. Решение найдено за 16 итераций метода                                             
Ньютона. Полученные результаты близки к графическим данным, 
приведенным в [4]. На рисунке 10 указана траектория спутника в                     
Солнечной системе. Следует отметить, что орбиту Марса спутник                   
пересекает в двух местах. В первый раз процесс не остановлен в силу 
несоответствия краевым условиям составляющих скорости космиче-
ского аппарата. В таблице 1 приведены значения фазовых переменных 
в конце процесса и в точке пересечения орбиты Марса в первый раз в 
оптимальном процессе. 

Функция Понтрягина в течении всего перелета сохраняет нулевое 

значение с точностью до 610 , что соответствует теории: в автономных 
системах со свободным временем на правом конце функция Понтря-
гина равна нулю в течении всего процесса.  

 

 

 
 

 

Рис. 2. Радиальная составляющая скорости полета в оптимальном процессе 

 

 

 
 

 
Рис. 3. Тангенциальная составляющая скорости полета 

 в оптимальном процессе 
 

310 , м сU 

7

6

5

4

3

2

1

0

1
0 100 200 300 400 500

, суткиt

0 100 200 300 400 500
, суткиt

310 , м сV 

32

30

28

26

24

22

20



Т.Ю. Мозжорина, Д.А. Рахманкулов 

82 

 

 
 
 

Рис. 4. Радиус в гелиоцентрической системе координат                                                             
в оптимальном процессе 

 

 
 
 
Рис. 5. Изменение полярного угла в гелиоцентрической системе координат в 

оптимальном процессе 
 

 
 

Рис. 6. Изменение сопряженной переменной, соответствующей радиальной 
скорости полета, в оптимальном процессе 
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Рис. 7. Изменение сопряженной переменной, соответствующей                                      
тангенциальной скорости полета, в оптимальном процессе 

 

 
 

Рис. 8. Изменение сопряженной переменной,                                                                    
соответствующей радиусу, в оптимальном процессе 

 

 
 

Рис. 9. Управление (угол установки солнечного паруса)                                                       
в оптимальном процессе 
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Рис. 10. Схема перелета с орбиты Земли на орбиту Марса: 
  — Солнце; – — орбиты планет; ─ — траектория полета;  

  — точки пересечения орбиты Марса 
 

Таблица 1 

Сравнение фазовых переменных в первой точке пересечения орбиты 

Марса со значениями в конце процесса 

Переменные , м сU  , м сV   , мR   , суткиt   , рад   

Первая точка пересечения 

орбиты Марса 
1096 22087 227,9109 248,6 2,972 

Конец перелета  0 24100 227,9109 403,5 4,312 
 

Заключение. Показана возможность осуществления гелиоцен-
трической части перелета спутника малой массы с орбиты Земли на 
орбиту Марса при помощи солнечного паруса. А также доказана              
работоспособность метода пристрелки при решении задач оптималь-
ного управления с нелинейными системами ДУ и нелинейной                   
функцией Понтрягина по управлению. При полном решении задачи о 
перелете спутников с орбиты одной планеты на другую большое            
влияние оказывают притяжения планет. Это потребует необходимости 
дополнительных маневров при выходе с орбиты Земли и заходе на             
орбиту Марса и, соответственно, наличия других более мощных            
источников тяги. Учитывая этот момент, решением может оказаться 
первое пересечение орбиты Марса через 248,6 суток с момента старта. 
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In this paper, the optimization of the transfer of a low–mass satellite from the Earth's orbit 
to the Mars orbit under a solar sail is considered. Optimization of the control of the pitch 
angle of the solar sail is carried out using the Pontryagin maximum principle while                     
minimizing the flight time. In contrast to previous works on this topic, the solution of the 
boundary value problem, to the solution of which the maximum principle is reduced, was 
obtained by the false position method. The calculation program is written in the C++                      
programming language. Despite the computational difficulties arising when using the false 
position method, it was possible to achieve good convergence of the Newton method                         
underlying the algorithm. The analysis of the accuracy of the results obtained is carried 
out and the possibility of using the false position method in solving such problems is shown. 
A comparison is made with the data of previously published works. Despite some assump-
tions used in the development of the calculation algorithm, the work has its value in terms 
of assessing the possibility of using the false position method, which gives the most accu-

rate numerical optimization results. 

Keywords: solar sail, the false position method, boundary value problems of ordinary dif-
ferential equations, optimal control, Pontryagin's maximum principle, flight between the 
orbits of the Earth and Mars 
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