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В данной работе рассматривается один из возможных алгоритмов обратной связи 

при вертикальной посадке возвращаемой первой ступени космического аппарата 

для ее повторного использования в дальнейшем. Предлагается использовать для по-

правки тяги не двигатели коррекции, а основной двигатель силовой установки кос-

мического аппарата, который возможно дросселировать до 60% от максимального 

значения тяги. Проводится численный эксперимент методом Монте-Карло для 

оценки работоспособности предложенного алгоритма. Под мягкой посадкой пони-

мается приземление с нулевой или не превышающей нескольких метров в секунду 

скоростью. Исследованию подлежит последний участок вертикального приземле-

ния. Оптимальным программным управлением в данной постановке задачи с точки 

зрения минимальных затрат топлива является свободное падение, затем включение 

двигателя на полную мощность до момента приземления. Предполагается возмож-

ное случайное отклонение таких параметров от расчетных значений, как: ско-

рость и масса возвращаемого модуля космического аппарата на высоте 2000 м, 

удельный импульс, а также плотность воздуха и коэффициент аэродинамического 

сопротивления. Предполагается, что распределены эти случайные величины по нор-

мальному закону, независимы и их отклонения от расчетных значений не превы-

шают 1% по импульсу двигателя и 5% по всем остальным переменным. Скорость 

приземления при этом – случайная величина, для которой вычисляются параметры 

распределения. Проводится анализ полученных результатов расчета. 
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Введение. Рассматривается мягкая посадка отработавшей первой 

ступени космического аппарата (КА). Мягкая посадка в идеале — это 

приземление с нулевой скоростью, в реальности мягкой посадкой счи-

тается для пассажирского самолета касание земли при вертикальной 

скорости снижения, не превышающей 2 м/сек, для КА — не превыша-

ющей 6 м/сек. Такие зарубежные фирмы, как Space Exploration 

Technologies Corporation (SpaceX) и Blue Origin, реализовали проекты, 

осуществляющую мягкую посадку первых ступеней и даже использо-

вали их вторично при последующих запусках [1], [2]. 
Оптимальное управление (ОУ) на последнем вертикальном 

участке приземления по принципу максимума Понтрягина представ-
ляет собой вертикальное свободное падение вначале, и затем                
торможение при максимально допустимом (с точки зрения прочности 
конструкции) значении тяги двигателей. В [3] были проведены                     
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расчеты для первой ступени, аналогичной первой ступени Falcon9, 
позволившие получить оптимальное программное управление при 
принятом условии одного работающего двигателя ЖРД из силовой 
установки первой ступени. 

Математическая модель посадки с ОУ при использовании прин-
ципа максимума Понтрягина представляет собой краевую задачу для 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), кото-
рая была решена методом пристрелки. Метод пристрелки дает наибо-
лее точные результаты при численном решении краевых задач [4]. К 
сожалению, существуют определенные трудности в реализации этого 
расчетного метода, в силу чего метод редко используют при решении 
инженерных задач. Но при определенном опыте работы с методом 
Ньютона вполне возможно его реализовать даже для задач ОУ с пере-
ключением [4], [5]. 

Особенность реализации подобного управления состоит в том, что 
конечное значение скорости в момент приземления очень сильно за-
висит от возможных случайных отклонений от расчетных значений та-
ких параметров, как плотность атмосферного воздуха, коэффициент 
аэродинамического сопротивления, удельная тяга двигателя, скорость 
и масса ступени в начальный момент (задается значением начальной 

высоты вертикального участка приземления). Возможность реализа-
ции мягкой посадки с ОУ без обратной связи при возможном случай-
ном отклонении указанных выше параметров (случайные величины 
(СВ) предполагаются независимыми и подчиняются нормальному за-
кону с небольшими отклонениями от расчетных значений, принятых в 
[3]) рассмотрено в [6]. Вероятность осуществления мягкой посадки с 
программным ОУ без обратной связи чрезвычайно мала. 

Один из алгоритмов обратной связи при мягком прилунении пред-
ложен в [7]. Проблема мягкой посадки КА рассматривается и в таких 
работах, как [8], [9], [10], [11]. В настоящей работе предлагается полу-
чать поправку на управление (расход топлива основного двигателя) с 
использованием принципов ПИД-регулятора (пропорционально-инте-
грально-дифференцирующий регулятор), где поправка на управление 

будет иметь пропорциональную и интегральную составляющие, зави-
сящие от отклонения скорости приземления на измеряемой высоте от 
расчетного значения, полученного в [3]. Применение такого подхода к 
быстротекущему динамическому процессу нетрадиционно, но как по-
казали дальнейшие расчеты, оказалось целесообразным. 

Математическое моделирование процесса посадки и алго-
ритма обратной связи. Разработка синтеза ОУ (получения закона по-
правки на управление при отклонении СВ – алгоритма обратной связи) 
является темой настоящей работы. Имеем зависимости 

* * * * * *( ), ( ), ( )V h u h m h  — в оптимальном процессе без обратной связи,  

полученные в [3]. 



Моделирование и синтез оптимального управления… 

83 

Уравнения движения КА при вертикальной посадке имеют вид: 
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где h — расстояние от космического аппарата до поверхности Земли     

в м, V — скорость космического аппарата (ось скорости направлена 

вниз) в м/сек, m – масса космического аппарата в кг, Gт = u — расход 

топлива (управление) в кг/сек, t  —  время в сек, 9,81g  м/сек2 — 

ускорение свободного падения на Земле, ·u = P — тяга двигателя         

в Н, коэффициент  пропорционален скорости истечения газа из сопла 

двигателя (импульс ракетного двигателя в м/с), 
аэрХ  — сила аэроди-

намического сопротивления в Н 

 
2

аэр ,
2

x hс S V
Х

 
   (2) 

xс  — коэффициент аэродинамического сопротивления первой сту-

пени ракеты, 
h  — плотность воздуха на текущей высоте в кг/м3,                    

S  — площадь миделя первой ступени в м2. 

Предположим, что в реальном процессе возможно многократное 

измерение высоты и скорости ступени с заданным временным проме-

жутком, а также, что рассматриваемые СВ (плотность атмосферного 

воздуха, коэффициент аэродинамического сопротивления, удельная 

тяга двигателя, скорость и масса ступени в начальный момент) откло-

няются от расчетных значений. Тогда при достижении высоты вклю-

чения двигателя из [3], происходит включение двигателя в реальном 

процессе. Если при заданной высоте скорость превышает оптимальное 

значение скорости включения двигателя, то принимаем за высоту 

включения значение 

 
* *

вкл *
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,

( 20)
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

 
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где второе слагаемое есть поправка на высоту, полученная из прибли-

женного равенства импульса силы тяги разности импульса скорости в 

реальном движении и оптимальном: 

 
* *
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Т.Ю. Мозжорина, В.В. Осипов 

84 

где 

 
 * ** *

max max

1,1
.

V V mmV m V
t

P P


     (5) 

При этом предполагается, что двигатель может дросселироваться 

до 60 %. допустимый расход топлива лежит в диапазоне                        

195…325 кг/сек. Зададимся временем такта измерения высоты и ско-

рости приземления равным 0,04 секунды (в расчетах это время будет 

равно шагу интегрировании численного метода решения ОДУ). На 

каждом шаге интегрирования системы уравнений движения вычис-

ляем отклонения реальных параметров от оптимальных, а также по-

правку на расход топлива.

  Для вычисления поправки на управление применяли дискретную 

формулу:  

 
0

,
n

n p n i k

j

u k V k V


       (6) 

где ,p ik k  — пропорциональный  и интегральный коэффициенты уси-

ления сигнала, подбираемые экспериментально, 
*

n n nV V V    — от-

клонение измеренной на n-ом шаге скорости снижения от скорости в 

оптимальном процессе на той же высоте, связанное со случайными 

факторами. 

На следующем шаге интегрирования управление принимается 

равным  

 *

1 .n nu u u     (7) 

Если полученное значение управления превышает максимально 

допустимое значение, то принимается значение расхода топлива рав-

ное 325 кг/сек. Если выходит за нижний допустимы предел, то прини-

мается значение равное 195 кг/сек. В момент времени, когда высота 

или скорость падения равна нулю, происходит отключение двигателя. 

Если нулевое значение скорости достигается при 0h  , то с этой вы-

соты происходит свободное падение. 

Алгоритм численной реализации математической модели. Ме-

тодом Монте-Карло проводятся многократные вычисления снижения 

отработавшей ступени, обработка статистически полученных данных 

и оценка вероятности мягкой посадки при выбранных законах распре-

деления СВ. Расчеты по методу Монте-Карло были проведены для 

двух различных предположений: вариант 1 — рассматриваемые СВ 

независимы и распределены по нормальному закону, вариант 2 — СВ 

распределены по нормальному закону, но предполагается наличие 
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корреляционной зависимости между такими СВ, как масса и скорость 

на высоте 2000 м, удельный импульс и скорость на той же высоте, а 

также плотность воздуха и скорость. Остальные из рассматриваемых 

СВ предполагаются независимыми. 

Моделирование независимых СВ, распределенных по нормаль-

ному закону проводилось по методике, подробно изложенной в [6], 

при моделировании зависимых СВ использовалась методика работы 

[12]. Алгоритм моделирования коррелированных СВ построен на               

использовании уравнений множественной регрессии. Уравнение мно-

жественной регрессии имеет вид: 

 
1
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где ,n n nja m b  — коэффициенты уравнения регрессии, ( 1, )jy j n  —

совокупность СВ, распределенных по нормальному закону с задан-

ными матожиданиями ( 1, )jm j n  и среднеквадратичными отклоне-

ниями ( 1, )j j n  , (0,1)n nn Nb  — независимая СВ, распределенная 

по нормальному закону с нулевым матожиданием и заданным квадра-

тичным отклонением n , (0,1)N  –– независимая СВ, распределен-

ная по нормальному закону с нулевым матожиданием и квадратичным 

отклонением равным 1. Вычисление коэффициентов регрессии для 

( 2, )ky k n  производится по формулам: 
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Результаты моделирования. Для расчетов приземления спуска-

емого аппарата были взяты исходные данные, полученные в [3]. Сво-

бодное падение рассчитывалось с высоты 2000 м. Скорость в опти-

мальном процессе на этой высоте принималась равной 160 м/сек,  

масса КА на той же высоте 20 тm  , коэффициент аэродинамиче-

ского сопротивления принимался постоянным и равным 0,8xс  . До-

пустимый расход топлива лежит в диапазоне 195…325 кг/сек. Зада-

димся временем такта измерения высоты и скорости приземления    
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равным 0,04 секунды (в расчетах это время будет равно шагу интегри-

ровании численного метода решения ОДУ). 

Значения переменных, соответствующие моменту включения дви-

гателя в оптимальном процессе: 

 
вкл вкл
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В качестве зависимости плотности воздуха от высоты в стандартных 

условиях была принята следующая аппроксимация, дающая удовле-

творительную точность до высоты в 20 км:  
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Принималось для метода Монте-Карло, моделирующего случайные 

отклонения расчетных параметров на высоте 2000 м, что отклонения 

по массе, скорости, сх и плотности воздуха не превышают 5%, а по 

удельному импульсу двигателя 1%. СВ распределены по нормальному 

закону. Указанные интервалы составляют диапазон 4 ... 4   . Коли-

чество расчетных экспериментов в методе Монте-Карло — 1000. 

Для варианта 2 за отсутствием расчетных или экспериментальных 

данных по предшествующим вертикальной посадке этапам снижения 

коэффициенты корреляции выбирались равными  

 0,5; 0,5; 0,5.V VJ Vmr r r        (13) 
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фициенты корреляции равными нулю. В нашем случае единственная 

зависимая СВ — скорость на высоте 2000 м. Вычисляем коэффици-

енты регрессии по формулам: 
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Само значение СВ скорости снижения на высоте 2000 м на каждом 

шаге метода Монте-Карло — по формуле:  
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где (0,1) (0,1) (0,1) (0,1), , ,VN JN N mN     — независимые СВ, распределенные 

по стандартному нормальному закону. Проверка точности моделиру-

емых распределений СВ показала, что матожидания СВ отклоняются 

от заданных значений на величины, не превышающие 0,1%, средне-

квадратичные отклонения на величины, не превышающую 2%, коэф-

фициенты корреляции СВ  — на величины, не превышающие 6%. Ука-

занные отклонения соответствуют точности по выборкам из 1000 эле-

ментов. 

На рис. 1 представлена фазовая траектория в оптимальном                     

процессе. 

 

 

 
 

 

Рис. 1. Зависимость * *( )V f h  в оптимальном процессе 

 

На рис. 2 представлены полигоны распределения СВ скорости при-

земления, построенные по средним значениям интервалов распределе-

ния, число которых выбиралось равным 20. Указанные кривые соот-

ветствуют статистической плотности вероятности. 

На рис. 3 —  кривые статистической функции вероятности для СВ 

скорости приземления. 
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Рис. 2. Полигоны плотности вероятности для СВ скорости приземления:  
1 — рассматриваемые СВ независимы и распределены по нормальному закону,  

2 — СВ распределены по нормальному закону, но предполагается наличие ненулевых коэф-

фициентов корреляции 0,5; 0,5; 0,5V VJ Vmr r r        

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Рис. 3. Статистическая функция распределения для СВ скорости приземления:  
1 — рассматриваемые СВ независимы и распределены по нормальному закону,  

2 — СВ распределены по нормальному закону, но предполагается наличие ненулевых коэф-

фициентов корреляции 0,5; 0,5; 0,5V VJ Vmr r r        

 

На рис. 4 и рис. 5 представлены полигоны статистической плотно-

сти вероятности и статистической вероятности для СВ требуемый за-

пас топлива на последнем вертикальном участке приземления. 
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Рис. 4. Полигоны плотности вероятности для СВ массы топлива, потребной                   

на посадку: 
1 — рассматриваемые СВ независимы и распределены по нормальному закону,  

2 — СВ распределены по нормальному закону, но предполагается наличие ненулевых коэф-

фициентов корреляции 0,5; 0,5; 0,5V VJ Vmr r r        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 5. Статистическая функция распределения для СВ массы топлива, потребной 

на посадку: 
1 — рассматриваемые СВ независимы и распределены по нормальному закону,  

2 — СВ распределены по нормальному закону, но предполагается наличие ненулевых коэф-

фициентов корреляции 0,5; 0,5; 0,5V VJ Vmr r r        

 

В таблицах 1, 2 представлены характеристики полученных распре-

делений СВ скорости приземления и СВ потребного запаса топлива 

для двух расчетных случаев. 
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Таблица 1 

Параметры распределения скорости приземления для двух                                   

рассмотренных случаев 

Скорость  

приземления 

M[Vk] 

Математическое 

ожидание 

 [Vk] 

Среднеквадратичное 

отклонение 

As[Vk] 

Коэффициент 

асимметрии 

Ex[Vk] 

Коэффициент              

островершинности 

1 0,721467 0,402469 0,237751 -0,95321 

2 0,70382 0,404349 0,292612 -0,9632 
 

Таблица 2 

Параметры распределения массы топлива для двух рассмотренных               

случаев 

Масса  

топлива 

M[mT] 

Математическое 

 ожидание 

 [mT] 

Среднеквадратичное  

отклонение 

As[mT] 

Коэффициент  

асимметрии 

Ex[mT] 

Коэффициент  

островершинности 

1 1523,454 30,614 -0,05506 -0,00978 

2 1525,134 27,69806 0,044837 0,231145 

 

На рис. 6 и 7 представлено поведение управления (расход топлива) 

и скорости снижения в зависимости от высоты снижения для варианта 

расчета 1 с максимальными отклонениями значений СВ из выбранного 

диапазона. Варианты А и В - маловероятные случаи, характеризующие 

наихудшие сочетания изменения СВ. 

Вариант А — отклонение по массе и скорости в начальный момент 

+5%, по плотности и сх -5%, по удельному импульсу двигателя -1%                   

(
к 0,91 м/секV  ). 

Вариант В — отклонение по массе и скорости в начальный момент 

-5%, по плотности и сх +5%, по удельному импульсу двигателя +1%              

(
к 1,96 м/секV  ). 

 

 

 

 

Рис. 6. Управление (расход топлива) по высоте снижения с высоты 2000 м 
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Рис. 7. Изменение скорости по высоте снижения 

 

Заключение. Анализ результатов расчета показал целесообраз-

ность применения предлагаемого подхода в управлении тягой двига-

теля на последнем вертикальном участке снижения возвращаемой сту-

пени. При отклонении от расчетных значений СВ в рассматриваемом 

диапазоне не нарушается возможность мягкого приземления. Уточне-

ние методики и моделирование варианта с иными диапазонами изме-

нения СВ возможно реализовать при наличии дополнительной расчет-

ной или экспериментальной информации по предшествующим этапам 

снижения возвращаемой ступени. 

Усложнять методику метода Монте-Карло моделированием зави-

симых СВ оказалось нецелесообразным, так как результаты расчетов 

по варианту 1 и варианту 2 очень близки и соответствуют точности 

моделирования при выборке в 1000 элементов. 
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Synthesis of optimum control of vertical landing of returned 

space units  

 T.Yu. Mozzhorina, V.V. Osipov                                                   

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 
In this paper, we consider one of the possible feedback algorithms for the vertical landing 

of the returned first stage of the spacecraft for its reuse in the future. It is proposed to use 

for thrust correction not correction engines, but the main engine of the power plant of the 

spacecraft, which can be throttled to 60% of the maximum thrust value. A numerical ex-

periment using the Monte Carlo method is performed to evaluate the performance of this 

algorithm. A soft landing is a landing with a speed of zero or no more than a few meters 

per second. The last section of the vertical landing is subject to investigation. The optimal 
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program control in this problem statement in terms of minimum fuel consumption is free 

fall, then turning the engine on at full power until the moment of landing. It is assumed that 

such parameters as the speed and mass of the spacecraft's return module at an altitude of 

2000 m, the specific impulse, as well as the air density and the coefficient of aerodynamic 

drag can be randomly deviated from the calculated values. It is assumed that these random 

variables are distributed according to the normal law, are independent, and their devia-

tions from the calculated values do not exceed 1% for the engine pulse and 5% for all other 

variables. The landing speed is a random value for which the distribution parameters are 

calculated. The results of the calculation are analyzed. 

Keywords: Monte Carlo method, soft landing problem, probabilistic analysis, spacecraft 
return stage, optimal control, feedback control 
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