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Показано, что все 36 коэффициентов присоединенных масс и моментов инерции 

тела, находящегося в безграничной идеальной несжимаемой жидкости, можно вве-

сти для мгновенного состояния покоя, используя потенциалы ускорений вместо 

классических потенциалов скоростей, определяющих, в общем случае, несуществу-

ющие безвихревые безотрывные течения. При помощи численного эксперимента, 

выполнявшегося в рамках акустического приближения, исследован смысл данной 

концепции применительно к реальным жидкостям, обладающим свойством сжима-

емости.  
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Введение. Как можно судить по характеру обоснования уравне-

ний, с помощью которых описывается движение подводных аппаратов 

в воде [1, 2], модель идеальной несжимаемой жидкости остается по-

прежнему актуальной во многих практических вопросах гидродина-

мики. Сопряженная задача расчета пространственного подводного 

движения тела и расчета гидродинамических сил, оказывающих влия-

ние на это движение, остается вне пределов досягаемости современ-

ных методов, если пользоваться сеточной дискретизацией нестацио-

нарных уравнений Навье–Стокса. Однако в рамках концепции 

Л. Прандтля о тонком пограничном слое вблизи тела, где основную 

роль играют эффекты вязкости и завихренности, внешнее течение во-

круг некоторого воображаемого тела вытеснения [3, 4] можно рас-

сматривать как практически невязкое. Правда при произвольных дви-

жениях тела в воде в это внешнее течение проникают вихри, отрыва-

ющиеся от тела, и применение потенциальной теории для математиче-

ского моделирования внешнего течения во многих случаях оказыва-

ется неоправданным. Наиболее действенными при численном модели-

ровании задач данного класса оказались методы дискретизации завих-

ренности [5-10]. Новейшие достижения в развитии этих методов [11-

15] позволяют успешно решать, в том числе, и сопряженные задачи, 

хотя для целей инженерного проектирования этот аппарат остается до-

вольно трудоемким и не во всех случаях применимым. 

В классической теории общего случая движения твердого тела в 
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безграничной идеальной несжимаемой жидкости, изложенной перво-

начально в работах Томсона, Тэта, Кирхгоффа [16], возмущенное дви-

жение жидкости рассматривается как безотрывное потенциальное те-

чение. В связанной с телом системе координат потенциал скоростей 

этого течения представляется в виде суперпозиции 6, — по числу сте-

пеней свободы тела, — элементарных потенциалов, зависящих только 

от геометрии тела. При этом выражения для гидродинамических сил и 

их моментов, действующих на тело, содержат коэффициенты пропор-

циональности, определяемые элементарными потенциалами и называ-

емые коэффициентами присоединенных масс и моментов инерции 

тела. Эти коэффициенты входят также и в уравнения движения под-

водного аппарата [1, 2]. 

С другой стороны, как отмечалось выше, движение тела в воде со-

провождается генерацией завихренности. Этот эффект во многих слу-

чаях имеет фундаментальное значение для расчета силового взаимо-

действия тела с жидкостью, как это, скажем, видно на примере теории 

Н.Е. Жуковского [17] о подъемной силе крыла. Входящие в уравнения 

движения подводного аппарата коэффициенты гидродинамических 

сил и моментов, соответствующие такого рода явлениям, обычно 

определяются экспериментально в низкоскоростных аэродинамиче-

ских трубах или в гидродинамических каналах. Для их приближенного 

определения часто используются варианты метода дискретных вихрей 

[5–7]. В последнем случае поле течения вокруг тела является потенци-

альным, но содержит внутри себя сосредоточенные вихревые особен-

ности. 

Таким образом, описание гидродинамических сил в общеприня-

той математической модели, описывающей динамику подводного ап-

парата, основывается как на потенциалах безотрываного обтекания 

тела, так и на потенциалах обтекания, учитывающих сход с поверхно-

сти тела вихревой пелены. К сожалению, описать полное поле течения, 

складывая указанные потенциалы, как правило, невозможно. В самом 

деле, форма подводного аппарата может иметь острые выступы, обра-

щенные в поток. Поле скоростей, соответствующее потенциалу безот-

рывного обтекания, имеет в этих точках особенности, следствием чего 

является нефизичность суммарного поля скоростей [18]. 

В данной работе рассматривается один из способов примирить 

указанное несоответствие. Показывается, что коэффициентам присо-

единенных масс и моментов инерции можно поставить в соответствие 

вместо части поля течения вокруг тела (несуществующей, в общем 

случае, из-за особенности поля скоростей) часть поля давления, по-

рожденного мгновенным линейным и угловым ускорением тела. Это 

построение оказывается особенно наглядным для состояния мгновен-

ного покоя тела. Однако указанное построение теряет, на первый 
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взгляд, смысл, если жидкость обладает сжимаемостью, что является 

свойством всех реальных жидкостей. Чтобы разобраться в том, что 

происходит в этом случае в жидкостях, обладающих слабой сжимае-

мостью, в работе рассмотрен численный эксперимент по движению 

тела прямоугольной формы из состояния мгновенного покоя в рамках 

акустического приближения при учете сжимаемости среды. 

Определение коэффициентов присоединенных масс для состо-

яния мгновенного покоя тела. Задача данного раздела состоит в при-

дании коэффициентам присоединенных масс и моментов инерции фи-

зического смысла, тесно связанного с действительным течением жид-

кости вокруг тела, тогда как при классическом определении они свя-

зываются с потенциалами скоростей безотрывных течений, которые 

по отношению к действительному течению непосредственного физи-

ческого смысла не имеют. Отметим, однако, что физическая нереали-

зуемость потенциалов скоростей безотрывных течений совсем не 

означает, что ими нельзя оперировать в математическом смысле. 

 

Рис. 1. Геометрическая схема движения тела в жидкости 

 

При произвольном безвихревом движении тела в безграничной 

идеальной несжимаемой жидкости, покоящейся на бесконечности, 

мгновенное течение и потенциал скоростей (стремящийся к нулю на 

бесконечности) однозначно определяются граничным условием не-

протекания, т.е. мгновенными значениями линейной и угловой скоро-

сти тела. Это утверждение остается в силе и при наличии компактных 

вихревых образований, нужно только учитывать мгновенную индуци-

рованную скорость на теле от этих вихрей [19–21]. Давление в жидко-

сти, а тогда и действующие на тело гидродинамические силы этими 
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условиями еще не определяются. В частности, на тело, находящееся в 

данный момент в покое, но имеющее ненулевое ускорение, уже дей-

ствуют гидродинамические силы. Примером может служить гидроста-

тическое распределение давления в жидкости, покоящейся внутри по-

лости, совершающей ускоренное движение [3]. Но тогда, какими бы 

угловыми точками ни обладало тело, вихревой отрыв в данный момент 

невозможен: он начнется мгновением позже с появлением у частиц 

жидкости скорости. 

Представим в связанной системе координат (СК) 1 2 3PX X X  

(рис. 1) потенциал скоростей идеального безотрывного течения в виде 

суперпозиции шести единичных потенциалов j : 
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соответствующих элементарным движениям тела в направлении свя-

занных осей с единичными линейными и угловыми скоростями. За-

фиксируем произвольную точку M  на поверхности тела. Формулы 
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задают закон движения точки M  относительно основной СК и изме-

нение по времени потенциала скоростей соответственно его текущим 

значениям у проходящих мимо этой точки частиц жидкости. Вычисляя 

производную потенциала по времени, получаем: 
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v  — скорость текущей частицы жидкости в точке M , 
       M P P M

V V X    — скорость самой точки M . С другой стороны, 

согласно разложению (1) имеем 
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В результате получаем значение локальной производной потенциала 

по времени 
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входящей в интеграл Коши–Лагранжа 
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где p p p    — давление, избыточное над некоторым характерным 

давлением на бесконечности p , 
ж  — плотность жидкости. 

Пусть теперь тело находится в мгновенном состоянии покоя, но с 

произвольными значениями линейного 
 P

V  и углового  P
  ускоре-

ния. Тогда и жидкость вне тела всюду покоится (по условию вихрей в 

ней нет), т.е. 0v grad  , и из формул (2), (3) получаем 
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Выражение (4) подставим в формулы для главного вектора и глав-

ного момента гидродинамических сил, приложенных к ускоривше-
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Учитывая, что единичные потенциалы строились, исходя из удовле-

творения граничных условий [3, 16, 19, 22] 
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В формулах (7), (8) присутствуют все 36 коэффициентов присоединен-

ных масс и моментов инерции, определяемых обычным образом как 

 , 1,2,3,4,5,6q s  
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q s ж q

S

dS
n


  




   

но безотносительно к требованию физической реализуемости единич-

ных потенциалов. Более того, если сравнить разложение (2) при 
   

0
P P

V    (но 
 

0
P

jV   или 
 

0
P

j  ) с разложением (1), то окажется, 

что q  можно трактовать как единичные потенциалы локального уско-

рения жидкости, вовлекаемой в движение телом из состояния покоя. 

Определение коэффициентов присоединенных масс через потен-

циал ускорений сильно упрощает математическую сторону вопроса по 

сравнению с классическим определением через потенциалы скоростей 

[3, 19, 23]. В данной работе не ставится задача анализа физических 

следствий такого определения для уравнений динамики движения 

подводного аппарата [1, 2]. В первую очередь нас будет интересовать 

состоятельность данного определения в свете наличия у всех реальных 

жидкостей свойства сжимаемости, чему данное выше определение на 

первый взгляд противоречит. 

Акустический подход к определению присоединенной массы 

тела. Условимся в данном разделе единичные потенциалы обтекания 

тела несжимаемой жидкостью отмечать верхним индексом  0 : 
 0

j , 

тогда как прежние обозначения j  будут соответствовать течениям 

сжимаемой жидкости. В работе [24] отмечалось, что решение задачи 

гидростатики об относительном покое жидкости в ускоренно движу-

щейся полости [3] почти всегда интерпретируется физически в виде 

предельного состояния жидкости, а конечность скорости распростра-

нения возмущений в ней полностью игнорируется. Аналогично, рас-

смотрим тело, приобретшее мгновенное ускорение, но еще находяще-

еся в состоянии покоя вместе с окружающей его жидкостью. Если 

жидкость несжимаема, то тогда в ней возникает мгновенное распреде-

ление избыточного давления, описываемое единичными потенциа-

лами ускорения, математически совпадающими с функциями 
 0

j . В 
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сжимаемой жидкости в такой ситуации мгновенное избыточное дав-

ление отсутствует. Поскольку все реальные жидкости сжимаемы, 

вновь принятое определение коэффициентов присоединенных масс 

кажется бессмысленным в отношении любой реальной жидкости. 

На самом же деле, оно должно быть столь же правомочно и, по-

видимому, полезно, если понимать его в предельном смысле, как и 

упомянутая выше интерпретация состояния покоя жидкости, находя-

щейся в ускоренно движущемся баке. Интуитивно, а также опираясь 

на численный эксперимент, можно представить себе, что за короткое 

время вокруг тела, начинающего свое движение из состояния покоя, 

возникает неволновая возмущенная зона [25], избыточное давление в 

которой будет примерно тем же, что и в несжимаемой среде. 

Наша задача будет состоять в рассмотрении этого процесса на 

простом примере равноускоренного из состояния покоя движения пря-

моугольника на плоскости, заполненной слабосжимаемой жидкостью. 

Аналогично задачам определения единичных потенциалов 
 0

1 , 
 0

2 , 

 0

  для несжимаемой жидкости, рассматриваются движения вдоль ко-

ординатных осей 1X , 2X  и вращение вокруг оси 3X , но теперь с ли-

нейными скоростями j jV A t  и угловой скоростью 3 3t  , где jA  и 

3  — соответствующие постоянные ускорения. 

На начальной стадии процесса взаимодействия тела с жидкостью 

— при не слишком большом ускорении — перемещениями тела и при-

обретенной им скоростью допустимо пренебречь, и мы получаем по-

становку задачи в акустическом приближении, с граничными услови-

ями непротекания на поверхности тела в его исходном положении. Пе-

реходя к потенциалам [25], которые обозначим как j ,  , будем 

иметь начально-краевую задачу для волнового уравнения (рис. 2). При 

этом геометрические размеры и пространственные координаты отне-

сены к половине ширины тела R , а время масштабируется с исполь-

зованием акустической скорости звука в жидкости 0жa : 

 0, .
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X a t
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    (9) 

Учитывая граничные условия, например, на стороне 1 2X  : 
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определим безразмерные потенциалы формулами 
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чтобы иметь эти условия в форме 1

1

t
X





 и 2

1

X t
X

 


 соответ-

ственно. 

 

Рис. 2. Постановка численного эксперимента по определению 

коэффициентов присоединенных масс в акустическом расчете 

 

Волновое уравнение интегрировалось явным конечно-разностным 

методом второго порядка на равномерной сетке с шагом 
1 2 0,1h h   по 

пространственным координатам и 0,01   по времени. Для аппрокси-

мации производных всюду использовались центральные разности, 

кроме аппроксимации условий непротекания на теле, где использова- 

лись односторонние трехточечные формулы. На рис. 3 показаны изме-

нения во времени акустических потенциалов 1 , 2  и   в нескольких 
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характерных точках поверхности тела. Из представленных результа-

тов видно, что за время  
0

3 5
ж

R

a
  (диаметр прямоугольника равен 

20 4,47R R ) во всех точках тела зависимость потенциала от вре-

мени становится линейной. Следовательно, каждой точке границы 

тела можно поставить в соответствие определенное число (для дан-

ного вида движения тела) – угловой коэффициент указанной зависи-

мости, который обозначим 
пред

t

 
 
 

. Расчетные значения получаются 

при этом численным дифференцированием (рис. 4). 

 

Рис. 3. Характер временной зависимости потенциалов 

на границе прямоугольника при акустическом расчете 

 

Единичные потенциалы 
 0

j , 
 0

  для движения прямоугольника в 

несжимаемой жидкости были получены численным расчетом по ме-

тоду дискретных вихрей (МДВ), как это описано в [18]. Результаты 

даны на рис. 5. Для равноускоренных движений прямоугольника, ана-

логичных тому, как это было принято в акустическом расчете, потен-

циалы скоростей принимают вид 

 
           0 0 0 0 0 0

3 3, .j j j jV A t t              

Для их производных по времени в фиксированных точках границы бу-

дем иметь выражения 
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0 0

0 0

3, .j j

d d
A

dt dt


 
      (11) 

В акустическом приближении локальная 
t




, относительная 

d

dt


 и 

субстанциональная 
D

v v
Dt t

 
  


 производные идентичны, и тогда 

разумно предположить, что величины 
пред

t

 
 
 

 при их должном мас-

штабировании будут соответствовать или же даже точно совпадать с 

потенциалами 
 0

j , 
 0

  для несжимаемой жидкости. 

 

Рис. 4. Иллюстрация вычислений величины 
пред

t

 
 
 

из акустического расчета 

 

На основании формул (9), (10) легко получить выражения 

 
2

3, .
j j

jA R R
t t t t

 
   


   

 
   

  (12) 

Расчеты для несжимаемой жидкости, приведенные на рис. 5, были по-

лучены для значения 1R . Сопоставляя в этом случае формулы (11) и 
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(12), будем иметь 
 0j

j
t







 и 

 0

t










. Сравнение на рис. 5 результа-

тов, полученных указанными двумя способами, обнаруживает, по сути 

дела, их совпадение. В табл. 1 сравниваются также результаты вычис-

ления коэффициентов присоединенных масс (КПМ). 

 

Рис. 5. Сравнение единичных потенциалов прямоугольника, полученных для не-

сжимаемой жидкости (МДВ) и акустическим методом 

 

Таблица 1 

Сравнение двух расчетов КПМ прямоугольника 

КПМ 
Расчет 

МДВ 

Акустический 

расчет 

Рассогласование  

результатов, % 

1 1X X ж   5,2947  5,9782  13  

2 2X X ж   17,0495  20,242  19  

ж   7,3536  7,3597  0,082  

 

При анализе рассогласования расчетов следует иметь в виду, что 

в несжимаемой жидкости скорость изменения потенциала вблизи угла 

ведет себя как величина, обратная корню квадратному из расстояния. 

Поэтому при воспроизведении этой же величины как 
пред

t

 
 
 

 в аку-

стическом расчете, выполнявшемся на не слишком мелкой сетке, 
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должны были проявиться заметные погрешности вычислений. Потен-

циалы 1 / 2  накапливают максимальные погрешности в точках A / E  

(рис. 3), максимально удаленных вдоль контура прямоугольника от то-

чек E / A , где эти потенциалы обращаются в нуль в силу симметрии. 

Причем при поступательных движениях в координатных направле-

ниях вклады от «сильно» воздействующих на жидкость сторон двух 

углов тела, принадлежащих расчетной области (рис. 2), складываются. 

При вращательном движении все стороны этих углов «сильно» воз-

действуют на жидкость, но их вклады по знаку различаются. Вероятно, 

причина довольно неожиданного разброса рассогласований в резуль-

татах этим и объясняется. Отметим, что в акустические расчетах часто 

используются конечно-разностные схемы весьма высокого порядка. 

В качестве предварительных выводов можно считать, что опреде-

ление КПМ через потенциал ускорений не противоречит реальной 

природе жидкостей, если держать в уме некоторое запаздывание от-

клика на интервал времени порядка 
0ж

L

a
, где L  —  диаметр тела (мак-

симальное расстояние между его точками). С практической же точки 

зрения необходимо следить за соотношением значения 
0ж

L

a
 и ускоре-

ния тела. При большой приобретенной скорости тела за время 
0ж

L

a
 в 

процесс «вмешивается» конвективная составляющая (например, фор-

мируется ударная волна), и концепция присоединенной массы, веро-

ятно, полностью теряет смысл. Другой случай —  высокочастотные 

колебания тела с периодом 
0ж

L
T

a
 . Здесь формирование неволновой 

зоны вблизи тела [25] вообще невозможно, поэтому учет сжимаемости 

жидкости здесь принципиален. В этом случае понятие присоединен-

ной массы может быть введено, но соответствующие коэффициенты 

очень сильно отличаются [26, 27] от значений, получаемых по теории 

несжимаемой жидкости, т.е. в пределе 0жa  . 

Выводы. В работе показано, что все 36 коэффициентов присоеди-

ненных масс и моментов инерции тела, совершающего произвольные 

движения в безграничной идеальной несжимаемой жидкости, можно 

определить через потенциалы ускорения жидкости для мгновенного 

состоянии покоя тела, находящегося с ней во взаимодействии и имею-

щего ненулевые значения линейного и углового ускорения. Такая 

точка зрения существенно упрощает теорию и позволяет обойти про-

блему существования для реального течения единичных потенциалов  

скоростей классического подхода. При помощи численного экспери- 
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мента, выполнявшегося в рамках акустического приближения, пока-

зано, что данная концепция имеет смысл и при наличии у жидкости 

естественного свойства сжимаемости. 
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It is demonstrated that all 36 added mass and inertia coefficients of a body located in an 

unbounded ideal incompressible liquid may be introduced for the momentary state of rest 

by using acceleration potentials instead of classical velocity potentials specifying generally 

not-existent irrotational unseparated flows. The meaning of this conception is investigated 

with respect to real liquids having the compressibility property, by means of a numerical 

experiment fulfilled in the framework of an acoustical approach. 
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