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Актуальность изучения стратифицированной по плотности жидкости, в част- 
ности морской воды, имеет очень большое значение для науки и техники. Резуль-
таты таких исследований могут применяться при изучении обтекания морской 
водой подводных судов и частей судов, погруженных в воду, при исследовании мор-
ских течений за островами и, следовательно, безопасности мореплавания. В дан-
ной работе в качестве стратифицированной жидкости рассматривается вода,  
в которой растворена соль NaCl. Это наиболее распространенная в природе жид-
кость (вода в морях и океанах). Течение стратифицированной жидкости имеет осо-
бенности, не свойственные течению однородной жидкости. При исследовании двух-
мерной структуры течения вокруг препятствия были обнаружены такие явления, как 
опережающее возмущение (блокировка жидкости перед препятствием) и присоеди-
ненные внутренние волны. При более подробном рассмотрении тонкой структуры 
течения удалось выявить и другие особенности. В данной работе в вычислительном 
эксперименте исследовано трехмерное обтекание кругового цилиндра потоками 
стратифицированной жидкости в широком диапазоне чисел Рейнольдса и Фруда. Об-
наружено, что область, занятая присоединенными волнами, простирается на значи-
тельное расстояние вверх от передней критической точки цилиндра. В качестве чис-
ленного метода исследования был использован разностный метод Белоцерковского � 
Гущина � Коньшина, имеющий второй порядок точности по пространственным ко-
ординатам. Метод многократно тестировался и показывал хорошие результаты. Он 
осуществляется поэтапно: сначала вычисляются приближенные значения скоростей, 
затем по ним рассчитывается давление, по нему уточняются скорости и, наконец, 
вычисляется соленость. Программный комплекс, реализующий этот метод, адапти-
рован для машин с параллельной архитектурой с помощью техники MPI. Расчеты 
проводились на суперкомпьютере МВС-1000. 
 
Ключевые слова: стратифицированная жидкость, круговой цилиндр, поле внут-
ренних волн 
 

Введение. Стратифицированная жидкость характеризуется сле-
дующими параметрами: масштабом стратификации (плавучести), пе-
риодом плавучести, частотой Вяйсяля � Брента (частотой, с которой 
элементарный объем жидкости, смещенный в направлении силы тя-
жести из положения равновесия, колеблется около него под действи-
ем силы Архимеда). Если стратификация слабая, ее можно считать 
линейной. Стратификация характеризуется линейным масштабом 
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Здесь N  � частота Вяйсяля � Брента; g � ускорение свободного 
падения. Основные свойства неоднородной жидкости описаны в ра-
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боте [1]. Один из часто встречающихся в природе видов � экспонен-
циальная стратификации. Если стратификация слабая, ее можно счи-
тать линейной. В данной работе в качестве стратифицированной 
жидкости рассматривается морская вода, В данной работе в качестве 
препятствия рассматривался круглый цилиндр (тело вращения) � 
классический объект для изучения течений в механике сплошной 
среды. Все особенности моделировались численно. Конкретная реа-
лизация упомянутого выше метода Белоцерковского � Гущина � 
Коньшина описана в работе [2]. 

Исследование трехмерного обтекания цилиндра неоднородной по 
плотности жидкостью, насколько известно автору, до настоящего 
времени не проводилось ни теоретически, ни экспериментально. По 
неопубликованным результатам экспериментов стало известно, что 
трехмерность течения проявляется начиная с чисел Рейнольдса Re   
  250�300. Предварительные результаты этих экспериментов опуб-
ликованы в работе [3]. Этим обусловлен указанный далее диапазон 
параметров исследуемых течений. Рассматриваются течения двух 
жидкостей с разными периодами плавучести: более соленой, тяжелой 
с периодами плавучести Tb = 6,28 с, и Tb = 15 c, менее соленой, более 
легкой.  

Диаметр цилиндра d во всех расчетах постоянный, равный 2 см, 
так что число Рейнольдса Re = ,Ud   где U � скорость набегающего 
потока, а   � вязкость жидкости, характеризует в данном рассмот-
рении скорость течения. Течения каждой из жидкостей рассматрива-
лись при одинаковых значениях чисел Рейнольдса: 300, 450, 600  
и 1000. Течение жидкости описано уравнением Навье � Стокса для 
неоднородной жидкости, которое решается с помощью разностной 
схемы с теми же начальными и граничными условиями, как и для 
двумерной задачи, дополненными для 3D-течений условиями перио-
дичности на обоих концах цилиндра. 

Постановка задачи. Рассматривается поперечное обтекание кру-
гового цилиндра диаметром d потоком линейно стратифицированной 
жидкости, плотность которой убывает с высотой y вследствие изме-
нения солености: 

0( ) (1 ),y y s       

где 0 (0) 1;       � масштаб стратификации; s � возмущение со-

лености.  
Это явление описывается системой уравнений, состоящей из 

уравнения Навье � Стокса, записанного в приближении Буссинеска, 
которое применимо вследствие слабой стратификации; уравнения не-
сжимаемости, полученного из уравнения неразрывности и уравнения 
диффузии соли. Приводится обезразмеренный вид уравнений: 
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где d � диаметр цилиндра; e


 � единичный вектор в направлении 
силы тяжести; vy � компонента скорости в направлении оси y.  

В качестве начальных условий для скорости задается невозму-
щенный плоскопараллельный поток: u = Ucos ,  v = �Usin ,  w = 0; 
начальное условие для возмущения солености � s = 0. 

В качестве граничных условий используются условия невозму-
щенного потока на достаточно удаленном от центра контуре G: 

cos , sin , 0, 0, 0.u U v U w p s         
В качестве начальных условий применены условия прилипания 

для скорости 
Г

0v  и отсутствия нормальной компоненты потока 

солености 
Г

0s n    на поверхности цилиндра Г; (u, v, w) � компо-

ненты вектора скорости вдоль осей преобразованной цилиндриче-
ской системы координат ( , , ) ( , , ).r z z k    

Расчетная область (рис. 1) заключена между двумя концентриче-
скими «трубами» � границей цилиндра Г (внутренней) и условной 
границей G (внешней), за которой находится невозмущенная область. 
Поток жидкости со скоростью U  направлен слева направо вдоль оси 

.Ox  (Для того чтобы система координат была правой, ось y повернута 
вниз, соленость убывает снизу вверх.) 

 

Рис. 1. Расчетная область течения 
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Методика расчета. Для удобства вычислений данную расчетную 
область преобразуем в прямоугольную (преобразования для двумер-
ного варианта) (в трехмерном варианте ось z не преобразуется, она 
будет обозначена как ось k) со сторонами, расположенными в гори-
зонтальном (z) и вертикальном ( ) направлениях, с помощью замены 

( ),r R z  где 3( ) 1 ;R z z z    α � коэффициент преобразования, 

0, 2 2 Re.   

Новая ортогональная система координат  , ;z    0, ,z   

 0, 2 ,   связана с декартовой системой преобразованием: x = 

( ) cos ;R z   y = R(z) sin θ. Расчетная сетка в координатах ,z   являет-
ся равномерной и более удобной для использования конечно-
разностных методов, чем полярная сетка. В результате преобразова-
ния получаем прямоугольную сетку, которая позволяет эффективнее 
характеризовать особенности течения вблизи цилиндра. 

Для решения системы уравнений (1) применен метод расщепления 
по физическим факторам с явной гибридной конечно-разностной схе-
мой второго порядка аппроксимации по пространственным перемен-
ным. Она характеризуется монотонностью, минимальными схемной 
вязкостью и дисперсией, что дает возможность выполнять расчеты  
в широком диапазоне чисел Рейнольдса и Фруда [2]. При использова-
нии метода расщепления решение задачи разделяется на три этапа. 
Пусть в некоторый момент времени ,n n    здесь n � число шагов 

(известно поле скорости );nv


   � шаг по времени. Тогда схему 

определения неизвестных функций в момент времени 1 ( 1)Δn n     

можно представить следующим образом.  
На первом этапе определяется вспомогательная сеточная функ-

ция ,v  учитывающая только конвективные и вязкие члены, а также 
силы плавучести, но не удовлетворяющая условию div 0:v 


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На втором этапе из решения уравнения Пуассона находится по-
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На третьем этапе вычисляется поле скоростей на (n + 1)-слое по 
времени:  

1 .nv v p     

Затем, учитывая найденное значение 1,nv   решается уравнение 
для возмущения солености: 

1 1 Δ Δ Δ ( sin cos )
Δ ( ) .

Pe Λ
n n n s D u v

s s v s     
       

При решении этого уравнения в создании разностной схемы для 
1( )nv s   был использован тот же принцип, что и для ( )n nv v  в урав-

нении Навье � Стокса. Иными словами, результирующая cхема 
представляет собой гибридную конечно-разностную схему, основан-
ную на комбинации модифицированных схем с центральными и ори-
ентированными разностями; условие переключения с одной схемы на 
другую зависит от знаков скорости, а также от первой и второй про-
изводных переносимой функции в рассматриваемой точке течения. 
Уравнение Пуассона для определения давления решается итерацион-
ным методом ТВР [4]. В граничных условиях для расчета давления 
на поверхности цилиндра служит схема Истона [5]. Граничные усло-
вия включены в эту схему. Первоначально по этой схеме была рас-
считана двумерная задача [6�9]. Для двумерной задачи расчет- 
ная сетка содержит 180 узлов по z-направлению и 180 узлов по  
-направлению (первая ячейка � 0,7   0,44 мм, что достаточно для 
разрешения элементов тонкой структуры). Удаление внешней грани-
цы от поверхности цилиндра составляет zmax = 4,5, т. е. примерно 45 
диаметров цилиндра. Пробы подбора различной густоты сеток вы-
полняли, изменяя при этом расстояние удаления внешней границы 
таким образом, чтобы шаг по пространственной координате оставал-
ся неизменным, т. е. чтобы значения вычисляемых параметров были 
всегда в одних и тех же точках. Пробы делали при следующих усло-
виях варианта течения: Tb = 25,2 с, Re = 25, Fr = 0,16.  

Сначала была испытана сетка (240   240) при удалении внешней 
границы zmax = 6. Результаты в виде полного подобия картинок мгно-
венных линий тока и линий равной солености совпадали с результа-
тами первоначально выбранного варианта. Затем была испытана сет-
ка (160160) при удалении внешней границы zmax = 4. Результаты  
в целом совпадали с результатами первоначального варианта сетки  
и удаления внешней границы, но были несколько менее информатив-
ны, а изображение получалось менее четким. В итоге все расчеты 
проводились с первоначальным вариантом сетки и положения внеш-
ней границы, поскольку сетка (180180) обладает лучшей разреша-
ющей способностью.  
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Для расчетной реализации методики, изложенной выше, был со-
здан комплекс программ на языке программирования FORTRAN 77, 
который затем был распараллелен в направлении оси z вдоль радиуса 
цилиндра. Распараллеливание осуществлялось с помощью техноло-
гии MPI [9]. Параллельный алгоритм был оптимизирован для увели-
чения скорости обмена данными между процессорами. 

Шаг по времени автоматически выбирается с учетом применяе-
мой системы координат из условия  

max max max

0,1min , , ,
dz d dk

u v w

 
   

 
 

где dz, ,d  dk � координатные ячейки в соответствующем направле-
нии; umax, vmax, wmax � максимальные скорости в этих направлениях. 

С учетом сопоставимости с экспериментом продолжительность 
расчетной реализации составляет 10 Tb. 

Расчетная длина цилиндра L = 7r, т. е. равна 7 его радиусам; шаг 
сетки по образующей составляет 0,2 радиуса; всего по образующей 
находятся 36 точек [11]. Применялась модернизированная цилиндри-
ческая система координат, описанная выше: число точек по окружно-
сти � 180, а в направлении радиуса � в зависимости от длины рас-
четной области zmax � от 180 до 280 (что дает возможность 
сохранить примерно одинаковую длину ячейки в направлении радиу-
са для обеспечения прежней разрешающей способности сетки). Для 
выявления 3D-эффекта приведены рисунки мгновенных линий тока  
в первом (k = 1) и среднем (k = 18) сечениях цилиндра (рис. 2�5). 
Здесь k � ось в направлении образующей цилиндра. Расчеты всех те-
чений проводили до времени 10Tb, к которому течение уже устанав-
ливается.  

Течения с периодом плавучести Tb = 6,28 c. Исследования прово-
дились в условиях с разными параметрами.  

В первом варианте: течение с Re = 300, Fr = 0,48, zmax = 4,5, число 
точек по радиусу М = 180, по образующей цилиндра � везде 36. 
Мгновенные линии тока изображены на рис. 2, на котором видна 
полная идентичность линий в обоих сечениях, что говорит об отсут-
ствии 3D-эффекта при данных параметрах течения. 

Во втором варианте течение с параметрами: Re = 450, Fr = 0,72, 
zmax и М � те же, что и в предыдущем варианте. В мгновенных лини-
ях тока размер вихревой области позади цилиндра немного увеличен 
по сравнению с первым вариантом. Как и в предыдущем случае, ри-
сунки при k = 1 и k = 18 практически одинаковы, что указывает на от-
сутствие 3D-эффекта и в этом течении.  

В третьем варианте рассматривалось течение с параметрами  
Re = 600, Fr = 96. Начиная с этих значений появляется «рябь» вверх 
по течению от передней критической точки цилиндра, ось течения 
искривляется и в рисунках мгновенных линий тока (рис. 3).  
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Рис. 2. Мгновенные линии тока для течения жидкости с периодом плавучести  
Tb = 6,28 c и параметрами Re = 300 и Fr = 0,48: 

а � для сечения k = 1; б � для сечения k = 18 

 

Рис. 3. Мгновенные линии тока для течения жидкости  
с параметрами Re = 600 и Fr = 0,96 

 
Предположено, что причиной этого явления может быть то, что 

область, занятая внутренними волнами, простирается дальше, чем  
в предыдущих случаях, вверх по потоку, и «режется» близко постав-
ленной расчетной воображаемой границей zmax = 4,5. С учетом этого 
была установлена граница zmax = 6,5, соответственно увеличено число 
точек сетки по радиусу M = 220. В этом случае «рябь» не наблюдалась. 
Следовательно, выбранная граница zmax и будет примерно границей 
области, занятой внутренними волнами вверх по течению от передней 
критической точки цилиндра. Для подтверждения отсутствия «ряби» 
были выполнены мелкомасштабные виды мгновенных линий тока это-
го течения при k = 1 и k = 18. Такие виды нужны для отображения зна-
чительной части поля течения, чтобы показать, что оно не «режется» 
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близко поставленной границей. В крупномасштабных видах мгновен-
ных линий тока различие между изображениями сечений k = 1 и k = 18 
заметно, т. е. 3D-эффект наблюдается. Следовательно, 3D-эффект 
начинает слабо проявляться в течении с Re = 600. 

В четвертом варианте параметры течения: Re = 800, Fr = 1,28,  
zmax = 6,5, M = 220; эффект трехмерности выражен еще более отчет-
ливо (рис. 4). 

 

Рис. 4. Мгновенные линии тока для течения жидкости с периодом плавучести  
Tb = 6,28 c, параметрами Re = 800 и Fr = 1,28: 

a � для сечения k =1; б � для сечения k = 18 
 
В пятом варианте параметры течения: Re = 1000, Fr = 1,6. По-

скольку в мелкомасштабном изображении мгновенных линий тока 
этого течения появляется «рябь», решено было принять zmax = 7,5, т.е. 
отдалить внешнюю границу расчетной области. Соответственно, 
число точек по радиусу увеличивается до M = 240. Выбор zmax и М 
для жидкости с периодом плавучести Tb = 6,28 c приведен в табл. 1. 

Таблица 1 

Выбор zmax и М в зависимости от числа Рейнольдса Re для течения жидкости  
с периодом плавучести Tb = 6,28 c 

Номер варианта Число Рейнольдса Re zmax Радиус цилиндра r, мм M 

1 300 4,5 91,25 180 

2 450 4,5 91,25 180 

3 600 6,5 274,6 220 

4 800 6,5 274,6 220 

5 1000 > 7,5 > 421,9 240 
 
Течения жидкости с периодом плавучести Tb = 15 с. Поскольку  

в мелкомасштабных изображениях мгновенных линий тока во всех 
течениях жидкости с Tb = 15 с на левой границе появлялась «рябь» 
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при zmax = 6,5 (т. е. поле течения «режется» этой границей), были 
назначены граница расчетной области zmax = 7,5 и число точек  
М = 240. Результаты исследований следующие: 

 параметры течения: Re = 300, Fr = 1,146; эффект трехмерности 
отсутствует; 

 параметры течения: Re = 450, Fr = 1,719; эффект трехмерности 
начал проявляться; 

 параметры течения: Re = 600, Fr = 2,292; эффект трехмерности 
усиливается;  

 параметры течения: Re = 800, Fr = 3,056, zmax = 9,5, M = 280. 
Поскольку в мелкомасштабных видах предыдущего течения намеча-
ется некоторая «рябь», решено было отдалить условную границу 
расчетной области и, соответственно, увеличить количество точек
схемы вдоль радиуса. Трехмерный эффект отчетливо проявляется; 

 параметры течения: Re = 1000, Fr = 3,82; трехмерность течения 
еще более отчетливо выражена. Для жидкости с периодом плавуче-
сти Tb = 15 c эффект трехмерности наступает раньше, чем для жидко-
сти с периодом плавучести Tb = 6,28 c; размер возмущенного поля те-
чения гораздо больше вследствие большей легкости. 

Выбор zmax и М в зависимости от числа Рейнольдса Re для жид-
кости с периодом плавучести Tb = 15 с приведен в табл. 2. 

Таблица 2 

Выбор zmax и М в зависимости от числа Рейнольдса Re для течения жидкости  
с периодом плавучести Tb = 15 c 

Номер  
варианта 

Число  
Рейнольдса Re 

Граница  
расчетной области zmax 

Радиус  
цилиндра r, мм 

Число  
точек M 

1 300 7,5 421,9 240 

2 450 7,5 421,9 240 

3 600 7,5 421,9 240 

4 800 9,5 857,4 280 

5 1000 > 9,5 > 857,4 280 

 
Из приведенных в табл. 2 данных можно сделать вывод, что по-

ложение внешней границы расчетной области может характеризовать 
протяженность возмущенного поля течения, которая возрастает  
с увеличением Re (скорости течения), поскольку при подобранном 
таким способом значении zmax поле течения не искажается, мгновен-
ные линии тока и ось течения перед передней критической точкой 
цилиндра не искривляются. Таким образом, можно сказать, что раз-
мер возмущенного поля течения не превышает zmax. Это значение  
и будет верхней оценкой размера области, занятой внутренними вол-
нами, поскольку поле течения вверх по потоку искажается именно 
вследствие распространения их в этом направлении. 
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Подтверждение достоверности результатов. Ввиду отсутствия 
опубликованных результатов других авторов по 3D-обтеканию ци-
линдра неоднородной жидкостью приводится сравнение с достовер-
ными результатами (очень хорошо совпадающими с экспериментом) 
для 2D-обтекания цилиндра такого же диаметра жидкостями с пара-
метром течения Re = 300 и периодом плавучести Tb = 6,28 c, с пара-
метрами Re = 300, Fr = 0,48 (при таком режиме течение еще двумер-
ное), причем результаты решения 3D-задачи относятся к сечению  
k = 1. 

На рис. 5 изображены виды двумерного и трехмерного течений 
жидкости с периодом плавучести Tb = 6,28 c, параметрами Re = 300  
и Fr = 0,48.  

 

Рис. 5. Сравнение мгновенных линий тока для течения жидкости с периодом  
плавучести Tb = 6,28 c, параметрами Re = 300 и Fr = 0,48: 

a � для 2D-видов линий; б � для 3D-видов линий сечением k = 1 

 
Кроме того, приводятся сравнительные графики на оси течения за 

задней критической точкой цилиндра для двумерного и трехмерного 
течений для периодов плавучести Tb = 6,28 c и Tb = 15 c (рис. 6). 

Из рис. 6 видно, что для жидкости с периодом плавучести Tb =  
= 6,28 c для течения с параметрами Re = 300 и Fr = 0,48 в мгновенных 
линиях тока и линиях равной солености наблюдается полное совпа-
дение в 2D- и 3D-вариантах.  

Для жидкости с периодом плавучести Tb = 15 c при течении с па-
раметрами Re = 300 и Fr = 1,146 так же, как и для жидкости с перио-
дом плавучести Tb = 6,28 c � в мгновенных линиях тока и линиях 
равной солености � практически полное совпадение в 2D- и 3D-
вариантах. 
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Рис. 6. Сравнительная скорость течения жидкости 
на оси течения в двумерном и трехмерном случаях 
с  периодом  плавучести  Tb = 6,28 c,  параметрами 

Re = 300 и Fr = 0,48 
 
Таким образом, можно считать на основании вышеприведенных 

сравнений, что результаты расчета 3D-течений достоверны и что зави-
симость между величиной возмущенного поля течения и скоростью 
набегающего потока (выраженной числом Re, поскольку диаметр ци-
линдра во всех расчетах брали постоянным и равным 2,5 см) установ-
лена. Результаты расчетов трехмерной задачи опубликованы в работах 
[12, 13]. 

Выводы. При рассмотрении трехмерных течений было установ-
лено следующее. 

1. Для жидкости с периодом плавучести Tb = 15 c эффект трех-
мерности наступает раньше, чем для жидкости с периодом плавуче-
сти Tb = 6,28 c. Область, занятая присоединенными волнами вверх по 
течению от передней критической точки цилиндра, имеет гораздо 
больший размер вследствие большей легкости этой жидкости (в нее 
легче внести большее возмущение). 

2. Величина области, занятой присоединенными волнами вверх по 
течению от передней критической точки цилиндра, зависит от числа 
Рейнольдса набегающего потока, она увеличивается с ростом этого 
числа и примерно на три порядка превышает диаметр цилиндра. 

3. Это явление может быть использовано для раннего обнаруже-
ния объектов, движущихся с большой скоростью в морской воде. 
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Numerical simulation of 3d stratified fluid flows around 
circular cylinder 
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The relevance of study of the liquid stratified density, in particular sea water, is very im-
portant for science and technology. The results of such research can be used in the study 
of the sea water flow around underwater vessels and parts of ships submerged in water, 
in the study of sea currents behind the islands and, consequently, the safety of navigation. 
In this paper NaCl salt water solution is considered as a stratified liquid. This is the most 
common liquid in nature (water in the seas and oceans). The flow of a stratified fluid has 
characteristics other than flow of a homogeneous fluid. When studying the two-
dimensional structure of the flow around the obstacle, such phenomena as outstripping 
disturbance � fluid blocking in front of obstacle and connected internal waves were dis-
covered. Examining the thin structure of the flow with more details, it is possible to identify 
other features. This paper investigates numerically a three-dimensional flow of stratified liq-
uid around a circular cylinder in a wide range of Reynolds and Froude numbers. It is found 
that the region occupied by the internal waves extends to a considerable distance up from the 
front critical point of the cylinder. The finite difference method of Belotserkovsky-
Gushchin-Konshin having the second order of accuracy in spatial coordinates is used as 
a numerical method of research. The method was repeatedly tested and showed good re-
sults. It is implemented in stages: at first the approximate velocity values are computed 
then the pressure is computed based on these values, after that velocities are revised and 
finally the salinity is calculated. The software package implementing this method is 
adapted for machines with parallel architecture using MPI technology. Computations 
were carried out on the supercomputer MVS-1000. 
 
Keywords: stratified fluid, circular cylinder, internal wave field 
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