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Метод конечных элементов используется для моделирования неизотермического по-
тока неньютоновских вязких жидкостей в сложных геометриях. Рассмотрена мо-
дель Carreau-Yasuda неньютоновской жидкости, в которой зависимость коэффици-
ента вязкости от второго инварианта тензора скоростей деформации имеет 
степенной вид. Получена вариационная формулировка задачи движения неньютонов-
ской жидкости для плоского случая. Для решения системы уравнений Навье-Стокса 
применяется итерационный алгоритм Ньютона-Рафсона, а для решения уравнения 
энергии использован итерационный алгоритм Пикара. Рассмотрена задача о движе-
нии полимерной массы в пресс-форме сложного переменного сечения при наличии не-
равномерного температурного поля. С помощью конечно-элементного моделирова-
ния проведен численный анализ влияния различных параметров на движение 
жидкости и теплопередачу полимерного материала при различных значениях внеш-
него давления. Показано, что характер движения неньютоновской жидкости суще-
ственно зависит от реологических свойств жидкости  и характеристик геометри-
ческой формы, что необходимо учитывать при технологических процессах 
переработки пластмасс. 
 
Ключевые слова: метод конечных элементов; неньютоновская жидкость; неизо-
термическое течение;  итерационный алгоритм; сложные геометрические формы, 
конвекция.      . 

 
Введение. Исследованием движений неньютоновских вязких жид-

костей занимаются уже почти столетие, в частности их применяют для 
моделирования движения потоков полимеров в процессе формования 
изделий из пластмасс [1-3]. Большое значение имеет изучение особен-
ностей движения вязкого полимерного связующего при создании ком-
позиционных материалов [4-6], однако ввиду сложности задач моде-
лирования движения неньютоновских жидкостей в пористых системах 
в настоящее  время их изучают лишь в рамках линейно-вязких моде-
лей [7-10]. По сравнению с ньютоновской жидкостью, коэффициент 
вязкости неньютоновской вязкой жидкости уже не является констан-
той, а зависит, например, от функции инварианта тензора скорости де-
формации. Кроме того, в процессе литьевого формования полимеров 
на процесс образования высокомолекулярных продуктов и качество 
готовой продукции большое влияние оказывает изменение темпера-
турного поля, поэтому для моделирования процесса наполнения емко-
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стей  жидким полимером, как правило, необходимо учитывать темпе-
ратурные эффекты.  

Вследствие того, что коэффициент вязкости неньютоновской жид-
кости зависит  от скорости деформаций, численное моделирование 
процесса ее течения намного сложнее, чем для ньютоновской жидко-
сти [11].  Вследствие зависимости поведения потока неньютоновского 
вязкого течения от изменения температуры расплава,  корректность 
решения  уравнение энергии в значительной степени влияет  на итого-
вый численный результат процесса наполнения емкостей жидким по-
лимером.     

В 1965 году Зенкевич и Чунг применили метод конечных элемен-
тов (МКЭ) для решения задачи о потенциальном течении жидкости, 
что стало отправной точкой для решения задачи механики жидкости 
методом конечных элементов [12,13]. В настоящее время МКЭ наибо-
лее широко применяется для решения различных задач течения нень-
ютоновских жидкостей [14-19]. Различные варианты численных мето-
дов решения задач движения неньютоновских жидкостей 
рассмотрены в [19,20]. Несмотря на совершенствование вычислитель-
ной эффективности и точности различных численных методов для не-
ньютоновской жидкости, они, как правило, применимы для относи-
тельно простых геометрических форм областей течения, обычно не 
учитывают тепловых эффектов движения вязкого потока, а также ком-
плексные граничные эффекты. В работах, посвященных методу МКЭ 
для решения задач течения неньютоновских жидкостей не всегда со-
блюдается условие LBB согласования интерполирующих функций для 
различных неизвестных –скорости и давления.  Поэтому актуальным 
является дальнейшее развитие численных методов решения задач дви-
жения неньютоновских жидкостей, которые   

Математическая модель течения полимера в пресс-форме с пе-
ременным сечением. Рассматривается течение полимерной жидкости 
в пресс-форме с переменной площадью поперечного сечения (рис. 1). 
Обозначим 3 геометрических параметра, характеризующих изменение 
геометрии сечения: коэффициент сужения /h Hδ =  - где h= наимень-
шая площадь сечения формы, а H- ее наибольшее значения, и γ -  угол 
сужения формы (рис.1).  

Общая система уравнений [21] динамики вязкой неньютоновской 
тепло-проводной жидкости, состоящая из уравнения несжимаемости, 
уравнений движения и уравнения энергии и записанная в стандартной 
нотаций индексов [22], имеет следующий вид :     

   0=
∂
∂

i

i

x
v                                          (1) 
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Здесь iv - компоненты вектора скорости в прямоугольном декарто-
вом базисе, 0ρ - плотность (константа), p - давление, ijτ - компоненты 
тензора вязких напряжений, θ - температура, pс - удельная теплоем-
кость при постоянном давлении, κ - коэффициент теплопроводности, 

ix  - декартовы координаты. 

 
 

Рис. 1. Геометрия пресс-формы с переменным сечением для течения полимера 

Дополним систему (1) определяющими соотношениями неньюто-
новской жидкости. Для этой цели могут быть рассмотрены различные 
модели,  например, использованы модели AI и AV фойгтовских изо-
тропных вязких сред, которые  предложены  в [21]. В [22] показано, 
что для изотропной неньютоновско-вязкой среды фойгтовского типа  
тензор вязких напряжений можно представить в виде квазилинейной 
функции от тензора скоростей деформации ijD  :    

  

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Где  µ  - коэффициент вязкости 

  2 0 2( , ( ) ( ) ( ( ))I D I Dµ θ α θ µ= ,                          (5) 

зависящий от температуры θ  и ( )DI2  - второй инварианта тензора ско-
рости деформации [23,24]:    
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  ( ) ijij DDDI 22 = .                                 (6) 

Рассмотрим модель Carreau-Yasuda [1,22], в которой зависимость 
коэффициента  вязкости 0 2( ( ))I Dµ  имеет степенной вид     

   ( )[ ]( ) anaI
1

2
0

1
−

∞

∞ +=
−
− λ
µµ
µµ  .                           (7) 

Здесь a  - безразмерный параметр, описывающий переходную об-
ласть между областью нулевой скорости сдвига и областью, где имеет 
место степенная зависимость коэффициента вязкости от ( )DI2  ; n - по-
казатель, характеризующий режим разрежения сдвига, наблюдаемый 
при высоких скоростях сдвига для псевдопластических жидкостей 
( 0 1n< < ), а λ  - время релаксации - постоянная, обратной величиной 
к которой является критическая относительная скорость сдвига, обо-
значающая начало разрежения.    

Температурная зависимость  коэффициента   вязкости  описыва-
ется  функцией  ( )α θ  - коэффициентом температурного сдвиг, кото-
рый подчиняется закону Аррениуса [25,26]:   

        ( ) 








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




−
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=
00

0 11exp
θθθθ

θα
αR

E .                       (8) 

Здесь 0E  и R  - постоянная энергии активации и газовая постоянная, 
соответственно.       

Граничные условия к системе (1)-(4) были следующими: на входе 
слева (рис.1) в форму подается давление, а на выходе из пресс-формы 
задано давление. На твердых стенках пресс-формы задаются  гранич-
ные условия прилипания, т.е. вектор скорости на верхней и нижней 
стенках формы  равен нулю. На стенках пресс-формы задается фикси-
рованная температура. Таким образом, имеем: 
на стенках  пресс-формы: 0=iv  ; wallθθ = .  
на входе в пресс-форму : ( )yxppinlet ,=  ; inletθθ = .  

на выходе из пресс-формы: 0=p  ; 0=
∂
∂

Γn
θ .      

Вариационная формулировка. Для применения метода конеч-
ных элементов  дадим слабую  (вариационную) формулировку задачи 
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(1)-(4) с использованием метода Галеркина, в котором весовые функ-
ции для полей давления, температуры и скорости. ( )θ,, pvi  аппрокси-
мируются разложениями вида    

     ( ) ( ) ( ) i
T

M

m

m
imi Vtvxtxv ϕϕ ==∑

=1
,  ,                      (9a) 

     ( ) ( ) ( ) Ptpxtxp T
L

l
ll ψψ ==∑

=1
, ,                       (9b) 

     ( ) ( ) ( ) θφθφθ T
S

s
ss txtx ==∑

=1
, ,                        (9c) 

где ( )m xϕ , ( )m xψ ( )m xφ  - функции формы, 1{ ( ),..., ( )}Mx xϕ ϕ ϕ= , 

1{ ( ),..., ( )}Mx xψ ψ ψ= , 1{ ( ),..., ( )}Mx xφ φ φ=  - координатные столбцы, 
составленные из функций формы, ( )m

iv t , ( )ip t ( )s tθ  - значения узло-
вых функций, 1{ ( ),..., ( )}M

i i iV v t v t= , 1{ ( ),..., ( )}MP p t p t= , 

1{ ( ),..., ( )}Mt tθ θ θ=  - координатные столбцы, составленные из узловых 
функций.  

Умножая внешним образом уравнение несжимаемости (1) на стол-
бец функций формы ψ  и интегрируя по области eΩ , получаем вариа-
ционную формулировку уравнения несжимаемости    

   0=

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Vd
xe

ϕψ .                               (10) 

Умножая внешним образом уравнение движения (2) на столбец 
функций формы ϕ , интегрируя по области eΩ  и применяя к тензору 
напряжений метод интегрирования функций по частям [21, 22],  полу-
чаем вариационную формулировку уравнения движения (2)    
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где ( )i j ij ijt n pδ τ= − +  - компоненты вектора напряжения на границе 
области, которые содержат давление и компоненты тензора вязких 
напряжений. Величины  it  - полагаются заданными на границе eГ  об-
ласти eΩ . 

Вариационная формулировка уравнения энергии (3) записывается 
аналогичным образом     
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Вводя обозначение для матриц  

∫Ω Ω
∂
∂

=
e

d
x

G T

i
i ψϕ  , ∫Ω Ω

∂
∂

=
e

d
x

Q
j

T

j ϕϕϕ  , ∫Ω Ω
∂
∂

∂
∂

=
e

d
xx

D
i

T

j
ji

ϕϕµ  , 

∫Γ−=
e

dstF ii ϕ  , ( ) ( )∫Ω Ω
∂
∂

=
e

d
x

VVC
j

T

j
T

jj
φϕφθ  , ∫Ω Ω

∂
∂

∂
∂

=
e

d
xx

D
j

T

j
jj

φφθ  , 

∫Ω Ω
∂
∂












∂
∂

+
∂
∂

=
e

dV
x

V
x

V
x

VD j
i

T

j
i

T

i
j

T ϕϕϕφµ  , ∫Γ−=
e

qdsF φθ , 

систему  вариационных уравнений (10)-(12) можно записать следую-
щим образом:    

  0=− i
T
i VG                                   (13) 

  iijjiijjj
T

ij FPGVDVDVVQ =−++0ρ                        (14) 

  ( ) θ
θθ θκθρ FVDDVCc jjjjp +=+0                         (15) 

Изопараметрические конечные элементы. Для выбора функций 
формы ( )m xϕ , ( )m xψ ( )m xφ  - применим изопараметрический конечный 
элемент, который подчиняется условию LBB, т. е. для аппроксимации 
скорости и температуры в каждом КЭ используется девятиточечная 
квадратичная интерполяционная функция, а для аппроксимации дав-
ления используется четырехточечная линейная интерполяционная 
функция (рис. 2).  
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Рис. 2. Изопараметрический КЭ, удовлетворяющий условию LBB 

Безразмерная форма стандартной интерполяционной функции че-
тырехстороннего КЭ, удовлетворяющего условию LBB, выглядит сле-
дующим образом   
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где 1,1 ≤≤− ηξ , здесь ,ξ η  - безразмерные (барицентрические) коор-
динаты. 
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Якобиева матрица преобразования между от декартовых коорди-
натам к  безразмерным  координатам ,ξ η имеет следующий вид:   
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Соотношения между интерполяционными функциями в разных 
системах координат имеют следующий вид:     
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где J – якобиан матрицы Якоби  
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В переменных ,ξ η  численное интегрирование осуществляется по 
единичному квадрату.   

Итерационный алгоритм решения матричной системы урав-
нений   Явная форма нелинейной системы алгебраических уравнений 
(13)-(15) имеет следующий вид   
















=

































−−

−+
−+

+
































00
2

2

000
0
0

2

1

2

1

21

2221112

1212211

2

1

2221

1211

0 F
F

P
V
V

GG
GDDD
GDDD

P
V
V

VQVQ
VQVQ

TT

TT

TT

ρ     (19) 

  ( ) ( )[ ] [ ] θ
θθθθ θκθρ FVDDDVCVCcp +=+++ 221122110               (20) 

В общем виде систему нелинейных уравнений (19) можно запи-
сать в следующем виде:  

  ( ) ( )VFVVK =                                     (21) 
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где 
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 - вектор правых частей.  

Для повышения точности решения нелинейно системы (19)-(20), 
рассмотрим  метод Ньютона-Рафсона со вторым порядком точности 
[19]. Для этого перепишем уравнение. (21) в виде   

  ( ) ( ) ( ) 0=−= VFVVKVR                              (22) 

Метод Ньютона основан на использовании усеченного ряда Тей-
лора ( )VR  в окрестности  известного решения nV  на предыдущем 
шаге итерации:   

( ) ( )20 VOV
V
RVR

nV

n ∆+∆
∂
∂

+=                          (23) 

где nn VVV −=∆ +1 .   
Отбрасывая члены второго порядка и выше, получим   

   ( ) ( ) ( )( )nnnnn

V

n VVVJVV
V
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∂
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−= ++ 11               (24) 

где ( )VJ  - якибиева матрица 

      ( )
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n

V
RVJ
∂
∂

−=                                       (25) 

Решая уравнение (24) для 1+nV  , получаем   
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   ( ) ( )nnnn VRVJVV 11 −+ −=                              (26) 

С учетом (21) и (22) матрица ( )R V  имеет следующий вид   
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Якобиева матрица (27) записывается следующим образом   
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Для решения уравнения энергии (20) вводится параметр β  кор-
ректировки скорости сходимости итерационного алгоритма    

( ) ( )[ ]( )[ ] [ ] θ
θθθθ θκβθθβρ FVDDDvCvCc nnn

p +=+++−+ ++ 1
2211

1
22110 1      (28) 

где [ ]1,0∈β .    
Численный алгоритм решения состоит из следующих этапов: 
1)  на основании заданных начальных условий рассчитывается 

начальная вязкость, номер итерации устанавливается равным 1=n , 
т.е. ( ) 0

i
n

i vv = , ( )
0pp n = , ( )

0θθ =n . 
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2)  для граничных условий к системе уравнений Навье-Стокса не-
ньютоновской жидкости применяется итерационный алгоритм Нью-
тона-Рафсона, получены ( )1+n

iv , ( )1+np . 
3) расчитываются скорость и давления на n-м шаге итерации по 

формуле  (26) и подставляются в уравнение энергии (28) для нахожде-
ния распределения температуры ( )1+nθ . 

4) осуществляется проверка сходимости на n -м шаге итерации, 
если ( ) ( )( ) ( ) ε≤−

∞

+ nnn XXX 1 , θ,, pvX i=  затем итерационный про-

цесс завершается; в противном случае nn ⇒+1 , шаг 2) перезапуска-
ется.    

Исходные данные для численного моделирования неизотерми-
ческого потока полимерного раствора. Для рассматриваемой обла-
сти решения задачи  течения неньютоновской жидкости в пресс-форме 
переменного сечения  (рис.1) была построения дискретная сетка из 
изопараметрических четырехугольных элементов. Сетка показана на 
рис. 3.    

 

Рис. 3. Дискретная сетка для задачи течения неньютоновской жидкости в 
пресс-форме 

Значения реологических  констант  неньютоновской жидкости , со-
ответствующие модели (5)-(8), приведены в табл. 1.  

Температура стенки полости wallθ составляет 250℃, а начальная 
температура материала inletθ  составляет 180℃.    

В неизотермическом потоке характеристическое калориметриче-
ское число Пекле Pe отражает соотношение между термическим кон-
векционным термом и диффузионным термом, и определяется следу-
ющим образом:   

                                               
κ

ρ vvlcPe =  ,    

где v  и l  - характерная скорость и длина соответственно, в данной 
задаче приняты  smv 05.0=  и ml 2.0= .  

80 
 



Конечно-элементное моделирование неизотермического стационарного… 

В задаче проводился анализ  влияния числа Пекле на результаты 
решения. Были проведены расчеты при 3 различных числах Пекле, ко-
торые были выбраны равными =Pe 10, 50, 250. При фиксированных 
параметрах задачи, три значения числа Pe соответствовали 3 значе-
ниям  теплоемкости  pс  (см. табл.1). 

Таблица 1  

Константы модели неньютновской жидкости [27] 
Параметр Значение Параметр Значение 

0ρ - плотность (кг/м3) 921 
0µ - вязкость при нуле-
вой скорости сдвига 

(Pa·с) 
10000 

pс - удельная теплоём-
кость Дж/(кг·К) 

2, 10, 20, 50 
µ∞ - вязкость при бес-

конечной скорости 
сдвига (Pa·с) 

500 

κ - коэффициент тепло-
проводности Вт/(м·K) 1.842 

n - показатель  степени 
в уравнении нелинейной 

вязкости 
0.45 

0θ - начальная темпера-
тура °C 

-273 λ - время релаксации (s) 2.5 

αθ - эталонная темпера-
тура ℃ 

205 a - безразмерный 
параметр 2 

R - газовая постоянная 
Дж⁄(моль∙К). 

8.31446 0E - постоянная энергии 
активации Дж⁄(м) 

18800 

Таблица 2 

Параметры пресс-формы для течения полимера 
Параметр Значение Параметр Значение 

Высота H (м) 0.2 Длина L (м) 0.4 

Угол наклона γ (°) 60 Коэффициент 
сужения 

0.125, 0.25, 0.3, 
0.5 

Анализ влияние числа Пекле. Давление на входе в пресс-форму 
было задано =p 105Pa, коэффициент фиксированной усадки состав-
лял  0.25. На рис. 4  показано распределение скорости, давления, вяз-
кости и температуры жидкости при =Pe 250.  

На рисунке 5 показаны соответствующие распределения  парамет-
ров при  =Pe 50, а на рис.6 – при числе =Pe 10.    

Распределение скорости, давления, вязкости и температуры сим-
метрично относительно центральной оси полости. Анализируя приве-
денные выше численные результаты, можно сделать вывод, что влия-
ние числа Пекле на скорость потока не очень значительно: увеличение 
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числа Пекле усиливает влияние тепловой конвекции, а уменьшение 
числа Пекле усиливает влияние теплопроводности. В то же время вли-
яние числа Пекле на вязкость очень существенно: значение скорости 
в самой узкой части пресс-формы является наибольшим, и изменение 
вязкости, зависящей от скорости, в этой области является наиболее 
значительным. 
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д 

Рис. 4. Распределение: 
а – горизонтальной скорости; б – вертикальной скорости;  

в – давления; г – вязкости; д – температуры  
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Рис. 5. Распределение: 
а – горизонтальной скорости; б – вертикальной скорости;  

в – давления; г – вязкости; д – температуры  
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Рис. 6. Распределение: 
а – горизонтальной скорости; б – вертикальной скорости;  

в – давления; г – вязкости; д – температуры  

84 
 



Конечно-элементное моделирование неизотермического стационарного… 

Анализ влияние коэффициента сужения. Было проведено ис-
следование влияния коэффициента усадки пресс-формы на скорость 
потока жидкости и теплопередачу. Значение числа Pe было фиксиро-
вано на уровне 100, а внешнее давление составляло 105Pa. Коэффици-
ент сужения изменялся и составлял в расчетах: 0.125, 0.25, 0.5.  

Результаты численного для значения коэффициент сужения 0,125 
представлены на рис. 7. На рис. 8 показаны соответствующие значения 
параметров течения жидкости при коэффициенте сужения 0,25, а на 
рис. 9 – для коэффициента сужения 0,5:    
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Рис. 7. Распределение: 
а – горизонтальной скорости; б – вертикальной скорости;  

в – давления; г – вязкости; д – температуры  
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Рис. 8. Распределение: 
а – горизонтальной скорости; б – вертикальной скорости;  

в – давления; г – вязкости; д – температуры  
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Рис. 9. Распределение: 
а – горизонтальной скорости; б – вертикальной скорости;  

в – давления; г – вязкости; д – температуры  

Анализ приведенных выше численных результатов показывает, 
что увеличение коэффициента сужения увеличивает поток жидкости. 
Увеличение скорости приводит к увеличению числа Пекле, поэтому 
распределение поля температуры показывает, что увеличение коэффи-
циента сужения увеличивает конвекцию жидкости.  

Интересным результатом является распределение коэффициента 
вязкости. На графике с коэффициентом сужения 0.5, в самой узкой об-
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ласти пресс-формы происходит увеличение вязкости. Это связано с не-
линейной зависимостью вязкости от температуры и скорости. По-
скольку скорость течения в узкой части пресс-формы наибольшая, то 
и вязкость жидкости в этой зоне повышается по сравнению с широкой 
областью пресс-формы.  

Анализ влияния внешнего давления. Наконец, был исследовано 
влияние внешнего давления на течение и теплопередачу в полимерном 
растворе. Расчеты проводились при следующих значениях парамет-
ров: коэффициент сужения 0.3, число Pe = 100, внешнее давление при-
нимало значения: 4105× Pa, 510 Pа и 5102× Pa.     

Результаты моделирования для случая внешнего давления 4105×
Pa показаны на рис. 10.   
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Рис. 10. Распределение: 
а – горизонтальной скорости; б – вертикальной скорости;  

в – давления; г – вязкости; д – температуры  
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На рис. 11 и 12 показаны результаты моделирования для случаев 
значений внешнего давления 510 Pa и 5102× Pa , соответственно. 
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Рис. 11. Распределение: 
а – горизонтальной скорости; б – вертикальной скорости;  

в – давления; г – вязкости; д – температуры  
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Рис. 12. Распределение: 
а – горизонтальной скорости; б – вертикальной скорости;  

в – давления; г – вязкости; д – температуры  
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Влияние внешнего давления в основном сказывается на скорости 
течения жидкости: увеличение внешнего давления приводит к увели-
чению скорости жидкости, тем самым, вызывая увеличение конвекции 
жидкости. 

Выводы.  Разработана математическая модель неизотермического 
потока неньютоновских жидкостей в областях сложной формы с пере-
менными границами. Получена вариационная формулировка задачи. 
Предложен численный итерационный метод решения задачи течения 
неньютоновских жидкостей, основанный на итерационном методе 
Ньютона-Рафсона. Результаты численного моделирования демонстри-
руют существенное влияние реологических свойств жидкости, внеш-
него давления и характеристик формы на неизотермический поток не-
ньютоновских жидкостей, что необходимо учитывать при 
технологических процессах переработки пластмасс.    
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Mathematical simulation of non-isothermal steady flow of 

non-Newtonian fluid by finite element method 
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The finite element method is used to simulate the nonisothermal flow of non-Newtonian 
viscous fluids in complex geometries. The Carreau-Yasuda model of a non-Newtonian fluid 
is considered, in which the dependence of the viscosity coefficient on the second invariant 
of the strain rate tensor has a power form. A variational formulation of the problem of the 
motion of a non-Newtonian fluid for a plane case is obtained. The iteration algorithm of 
Newton-Raphson is used to solve the Navier-Stokes equations system, and the Picard iter-
ation algorithm is used to solve the energy equation. The problem of the movement of a 
polymer mass in a mold of complex variable cross section in the presence of an uneven 
temperature field is considered. With the help of finite element modeling, a numerical anal-
ysis of the effect of various parameters on the movement of a liquid and the heat transfer 
of a polymer material at different values of external pressure was carried out. It is shown 
that the nature of the motion of a non-Newtonian fluid essentially depends on the rheolog-
ical properties of the fluid and the characteristics of the geometric shape, which must be 
taken into account in technological processes of plastics processing.   
 
Keywords: finite element method; non-newtonian fluid; non-isothermal flow; iterative algo-
rithm; complex geometric shapes, convection. 
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