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Рассмотрена задача проверки степенной гипотезы Лемана дл� двух цензурированных
выборок Дл� проверки степенной гипотезы разработан критерий типа Колмогоро
ва Смирнова основанный на сравнении оценок типа Каплана Мейера функций рас
пределени� по каждой цензурированной выборке На основе модели случайного блуж
дани� частицы по целочисленной решетке описан метод вычислени� точных распре
делений статистики Вычислены значени� веро�тностей дл� широкого набора
возможных объемов выборок Доказана сходимость распределени� данной статисти
ки к стандартному распределению Колмогорова Смирнова при условии справедливо
сти провер�емой гипотезы Методами статистического моделировани� исследованы
свойства оценки степенного параметра получаемой минимизацией статистики

�лючев�е слова: непараметрическа� статистика гипотеза Лемана критерий
Колмогорова Смирнова оценка Каплана Мейера

�ведение При испытаниях технических систем часто возникает
задача проверки степенной гипотезы

0 1 2: ( ) ( ) , 1,= �                             (1) 

где 1 2( ), ( )  — функции распределения для первой и второй неза-

висимых выборок соответственно [1–3]. Однако не всегда при испы-
таниях наблюдаются все отказы элементов, составляющих сложные
технические системы. В настоящей работе решена задача проверки
степенной гипотезы (1) в случае, когда данные являются цензуриро-
ванными [4, 5].  

Постановка задачи На испытания ставятся 1 систем, состоя-

щих из 1 параллельно соединенных элементов, которые работают

в режиме 1,e и 2 систем, состоящих из 2 параллельно соединен-

ных элементов, работающих в режиме 2.e �спытания проходят та-

ким образом, что наблюдается только отказ последнего входящего
в систему элемента, а наработки до отказа остальных элементов не-
известны. В результате имеются две цензурированные справа выбор-

ки 1 21 1
1 1 2 21 2, ..., , , ..., ,Q = q q Q = q q где

11 1 2max , , ..., ,q = x x x

11, ,= и
2 22 1 2max , , ..., , 1, ,q = x x x =  — максимумы наработок
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до отказа элементов систем, работающих в режимах 1e и 2e соот-

ветственно.
Рассмотрим задачу проверки степенной зависимости двух функ-

ций распределения наработок до отказа элементов на основе данных
об отказах систем, составленных из этих элементов. 

Пусть 1( )  — функция распределения наработок до отказа эле-

ментов в режиме 1,e а 2 ( )  — в режиме 2 .e Тогда проверяемая ги-

потеза имеет вид (1). 
В настоящей работе предлагается критерий типа Колмогорова – 

Смирнова, основанный на сравнении оценок типа Каплана – Мейера

[6] 
1

ˆ ( ),q 2
ˆ ( )q функций распределения 1( ), 2 ( )  [7] по цензури-

рованным выборкам 1Q и 2:Q

1

0, 0;

1ˆ 1 , 1 1; 1, 2,
1

1, ,

-

q
=

� =
�

� ��� � �= - � � - =�
� �- +� � �

�
=��

�

где  — количество отказов систем выборки Q к моменту вре-

мени . Построение и свойства таких оценок по аналогии с классиче-
скими оценками Каплана — Мейера функций надежности были рас-
смотрены в работе [7].  

При допущении, что 1,Q 2Q  — независимые полные выборки из

отказов систем, их функции распределения можно оценить эмпири-

ческими функциями распределения 1 21 2

1 2

( ) ( )ˆ ˆ( ) , ( ) .= =

Для проверки гипотезы (1) предлагается статистика вида

2

1 2

2
1

1 2

1 2

1
1/ /1 2

1 2
1 2 2

2 2 2
1/ /1 2 1 2

2 1 2 1

ˆ ˆ

max

ˆ

ˆ ˆ ,

-

-

q q

� �+� �r � �= �
r +

� �+ +� �
� �

� -

)

   (2)

где
2 2 2

1 2 1
2 12 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2

; ; .
r

r = = =
r + r +
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При этом для случая 2 1 0- < и
1 21/ /1 2

2 1
ˆ ˆ 0+ = по-

ложим

2

1 2

2
1

1 2

11/ /
1 2

1 2

1/ /
1 2

2 1 2 1

ˆ ˆ

0.

ˆ ˆ

-

-

� �+� �
� � =

� �
+ +� �

� �
Статистика (2) является обобщением предложенной в работе [7] 

статистики типа Колмогорова Смирнова, которая применяется для
проверки гипотезы однородности, что эквивалентно случаю 1.=

Отметим также, что при 1 2 1, 1= = = вид данной статистики

совпадает с видом классической статистики Смирнова. 
Асимптотическое распределение T Покажем, что вид стати-

стики связан с тем, что ее асимптотическое распределение может
быть приближено классическим распределением Колмогорова – 
Смирнова [8].

Без ограничения общности будем считать, что 1( ) ,=  2( )=  

1/ , 0 1.= � � Рассмотрим процесс
11 1

ˆ( ) ( ) .q= - В рабо- 

те [7] для асимптотической ковариации процесса 1 была доказа-

на следующая теорема. 
�еорема Пусть 0 1,< D � � � тогда асимптотическа� кова

риаци� процесса 1

1

11
1 1 1 1 1 2

1

1
, .

� �

-
= - ����

Рассмотрим вспомогательный процесс
2

1/
2 2

ˆ ( ) ,q= -%

0 1.� �

Вывод асимптотической ковариации процесса 2
%  полностью

аналогичен выводу асимптотической ковариации 1 , процесса

1  [7], поэтому приведем без доказательства вид асимптотиче-

ской ковариации этого процесса: 

2 2 2 2 2, .= -% % % % %

�еорема Пусть 0 1,< D � � � тогда асимптотическа� кова

риаци� процесса 2
%
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2

22

/
1/ 1/

2 2 2 2 2 /2
2

1
, .

� �

-
= - �����% % % % %

Для вывода асимптотической ковариации процесса 2 =

22
ˆ ( ) , 0 1,q

� �= - � �� �
� �

воспользуемся теоремой, доказанной

в работе [9]. 

�еорема Пусть 1/( ) ,
� �� �
� �= + -� �� �� �� �

1
1

( ) ,
-

=

[0,1],� [0,1] пространство функций без разрывов второго ро

да на [0,1]. Тогда последовательность ( ) сходитс� в метрике Ско

рохода к ( ) равномерно на ограниченных множествах из [0,1].

Поскольку асимптотически 2 2( ( )),= % нетрудно получить

вид функции асимптотической ковариации процесса 2 :

2

22

/2

2 2 2 2 2 /2
2

1
, .

� �

-
= - �����

Рассмотрим случайный процесс
1 21

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,q q
� �= -� �
� �

0 1,< D � � который определяет статистику (2). Очевидно, что

1 21 1 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1.q q

� �� �= - - - = - r < D � �� �� �
� �� �

�еорема Пусть 0 1,< D � � � тогда асимптотическа� кова

риаци� процесса ( )

1
2

1 2, , , ,
� �
� �

����� = +r =

2 211

1 2 1 2

/ /2 2

/ 12 2 2 11 2 21
2

1 11 1
.

-
-

� �� �r - r -� �- -� �= + = +� �� �
� �� � � �

Введем 1 2

2 2 2
1 2

( ) ( ).=
r +

При стандартных ограничени-

ях 0 1< D � � � процесс ( ) сходится к гауссовскому процессу

( ) с нулевым математическим ожиданием и ковариацией
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2
1

1 2

2 2
1

2

/22 2
1 2

2 2 2 12
11 2 1 2

2

2 1

1

11

.

-
-

-

-

� �
r -� �-

� � = + =� �� � r + � �
� �

+ -
=

Для перехода к асимптотическому распределению статистики (2) 
предварительно докажем две леммы. 

Лемма Существует монотонно убывающее преобразование

:= y t [0,1] [1, 0],� при котором процесс t = y t �

2

2
1

1

2 1

( )

( )

-

-

y t
�

y t +

�вл�етс� броуновским мостом

Доказательство .  Рассмотрим преобразование

2 2
1

2
1

2 1

2 1

: (0,1] (1, 0].

-

-

+ -
t = �

+

При необходимости доопределим функцию t в точке 0: (0) 1.t =

Нетрудно показать, что 0,�t � 0 1,t = 1 0.t = Тогда для t су-

ществует обратное преобразование .= y t

Введем в рассмотрение процесс

2

2
1

1

2 1

( )
.

( )

-

-

y t
t = y t = y t l y t

y t +

При некотором 1:D 10 1,� � � D < ,y = y = имеем

0;� �t =� �

� �� � = l y l y y y =� � � �

� �= l l =� �
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2 22 2
1

2 2 2
1 1

1 1

2 1

1

2 1 2 1

-- -

- - -

+ -
= =

+ +

2 22
1

2 2
1 1

2 1

2 1 2 1

(1 ).

-

- -

+ -
= = -

+ +

<

Рассмотрим выборки 1 21 1
1 21 2, ..., и , ..., .q q q q Если считать их

независимыми полными выборками из совокупностей с функциями

распределения 1 2 /1 2( ) , ( )= = соответственно, то справед-

ливо следующее утверждение.  

Лемма Дл� эмпирических функций распределени� 1ˆ ( ) =  

21 2

1 2

( ) ( )ˆ, ( )= =

1 2

1 2

1 1/ 2 /ˆ ˆsup ( ( ) 0 1; sup ( ( )) 0 1.
�� ��

� � � �
- � = - � =� � � �

� � � �

Доказательство .  Утверждение леммы очевидно в силу теоре-
мы Гливенко и равномерной непрерывности на [0, 1] степенных
функций с положительным показателем степени. <

Асимптотическое распределение (2) приближенно может быть
получено следующим образом. Для функции ( ( )) ( ),l y t =l опреде-

ленной в лемме 1, множители должны быть заменены на сходящие-

ся к ним множители 11 1/ˆ ( ) или 22 /ˆ ( ) . Тогда приближенно

можно считать, что распределение статистики (2) совпадает с рас-
пределением максимума модуля броуновского моста, которое явля-
ется классическим распределением Колмогорова – Смирнова [8].  

�очные распределени� статистики T Для вычисления точных
распределений статистики (2) составим объединенную выборку из

отказов систем в обоих режимах: 1 21 1
1 21 2, ..., , , ..., .= q q q q Располо-

жим элементы выборки в порядке убывания и составим из них ряд

1 21 2 3 ... .+G = g � g � g � � g

Введем вектор
1 21 2, , ..., ,+= состоящий из 1 единиц

и 2 нулей, где
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1 1
1 2

2 2

1, если , 1, ,
1, , .

0, если , 1, ,

� g = q =�
= = +�

g = q =��
K

Для вычисления точных распределений статистики введем мо-
дель случайного блуждания частицы по целочисленной решетке. 
Предварительно запишем статистику (2) в виде max ( ),= где

( ) определяется видом статистики. 

Пусть 1 2( , ), 0 ; 0 ,� � � �  — целочисленная решетка на

плоскости (рис. 1). Частица на первом шаге выходит из точки 0, 0

и на 1 2 -м+ шаге заканчивает блуждание в точке 1 2( , ), совершая

1 скачков «вправо» и 2 скачков «вверх». Траектории w частицы бу-

дут находиться во взаимно однозначном соответствии с вектора- 

ми . Равенство 1,= 1 21, , ,= +K в векторе соответствует

скачку «вправо» на -м шаге, а 0,= 1 21, , ,= +K  — скачку

«вверх». При прохождении траектории блуждающей точки через точку
( , ) функция ( ) принимает значение :

2

1 2

2
1

1 2

11/ /

1 2
1 2

1 21 2 2

2 2 2
1/ /1 2

1 2
2 1 2 1

1 2

,

-

-

� �� � � �- -� �+� � � �
� �� � � �r � �= D

r + � �� � � �- -� �+ +� � � �
� �� � � �� �

где

1 21 1 1 2 2 21 1

1 1
1 1 .

1 1= =

� �� � � �
� �D = - - -� � � �� � � �� �- + - +� � � �� �

� �

При этом для случая 2 1 0- < и
1 21/ /

1 2
1 2

1 2

0
� � � �- -

+ =� � � �
� � � �

сохраняется условие

2

1 2

2
1

1 2

11/ /

1 2
1 2

1 2

1/ /

1 2
2 1 2 1

1 2

0.

-

-

� �� � � �- -� �+� � � �
� �� � � �� � =

� �� � � �- -
� �+ +� � � �
� �� � � �� �
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Рис . Случайное блуждание частицы
по целочисленной решетке

Отметим, что значение одинаково для любой траектории, 

проходящей через точку ( , ).

�еорема Веро�тности векторов
1 21 2, , ..., += не зави

с�т от распределени� отказов и определ�ютс� следующим выраже
нием

1 2
1

1 1 1 2 1 2

1 1 1 2 1 21

,

-+
- -

- -=

� �- -
� �=
� �- + -
� �

�

где 0
1

( 0)
=

= =� количество единиц в векторе до го места

включительно 0
1

( 0)
=

= - =�  количество нулей в векторе

до го места включительно
Доказательство. Утверждение теоремы следует из вида услов-

ных вероятностей перехода «вверх» или «вправо» в схеме случайного
блуждания частицы [10, 11].<

�еорема Веро�тность ( )< равна величине
1 2,p ко

торую можно получить повторным применением соотношени�
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2 2
, 1 2

1 1 2 2

1 1
1, 1

1 1 2 2

1 1
1,

1 1 2 2
1

2 2
, 1

1 1 2 2

1, 0; 0;

1
, 0; 1 ;

1

1
, 1 ; 0;

1

1

1
, 1

1

1

-

-

-

-

= =

- +
p c = � �

- + - +

- +
p c � � =

- + + -p =

� �- +
p +� �

- + + -� �
c � �� �- +

� �+ p
� �- + - +� �

2; 1 .

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

� ��
�
�
�

 (3) 

Здесь
1, ,

0, .

<��
c = �

���

Доказательство. Вероятность каждой траектории w можно за-
писать в следующем виде: 

1 2 1 2
1

1 1 1 2 1 2

1 1 1 2 1 21 1

.

-+ +
- -

- -= =

� �- -
� �= w = = l w
� �- + -
� �

� �Z

Пусть w  — множество «частичных» траекторий, начинающихся

в точке 0, 0 и оканчивающихся в точке ,  (соответствующие

векторы имеют единиц и нулей на -м месте, где ).= +

Обозначим
1

( ) .
=

w = l w�

Вероятность любой траектории, совершающей скачок 1,- �

, ,� что соответствует 1,= имеет множитель :l w

1 1

1 1 2 2

1
.

1

- +
l w =

- + + -

Если же происходит скачок , 1 , ,- � что соответствует

0,= то

2 2

1 1 2 2

1
.

1

- +
l w =

- + - +
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Пусть .
w

p =� Тогда соотношение (3) следует из того, что

в , за один скачок можно попасть только из точки 1,- или из

точки , 1 .- Множители c обеспечивают обращение в нуль

вероятностей траекторий, для которых .� <

Выбор вида статистики (2) обусловлен тем, что ее предельное
распределение при 1 2,�� �� не зависит от количества 1 2,

элементов систем и является классическим распределением Колмо-
горова – Смирнова.  

В таблице приведены вероятности точного распределения стати-
стики , рассчитанные для квантилей = 1,22, = 1,36 и = 1,63, 

которые являются соответственно квантилями уровней 0,8981, 0,9505 
и 0,9901 асимптотического распределения Колмогорова – Смирнова. 

�очные веро�тности P T h дл� различных квантилей h

в случае равных объемов выборок при m = m = 

1 2

1,22 1,36 1,63

1, 5= 3= 1, 5= 3= 1, 5= 3=

10 0,9040 0,7991 0,9492 0,9070 0,9852 0,9650 

50 0,9138 0,8716 0,9563 0,9231 0,9916 0,9811 

100 0,9108 0,8916 0,9572 0,9437 0,9913 0,9864 

300 0,9060 0,9014 0,9551 0,9518 0,9911 0,9901 

500 0,9046 0,9025 0,9542 0,9530 0,9909 0,9906 

700 0,9041 0,9028 0,9536 0,9530 0,9908 0,9906 

900 0,9033 0,9024 0,9531 0,9529 0,9908 0,9906 

1100 0,9029 0,9021 0,9530 0,9528 0,9907 0,9906 

1300 0,9023 0,9023 0,9528 0,9526 0,9907 0,9906 

1500 0,9020 0,9020 0,9527 0,9525 0,9906 0,9906 

� 0,8981 0,8981 0,9505 0,9505 0,9901 0,9901 

Как показывает сравнение точных и асимптотических вероятно-
стей распределения статистики (2), разница между ними существен-
на, поэтому на практике при небольших объемах выборок следует
использовать точные вероятности. 

Оценка степенного параметра Полученный критерий типа
Колмогорова Смирнова позволяет проверять гипотезы о значениях
степенного параметра. Однако существует также задача оценки дан-
ного параметра. Обычно в параметрическом случае при известном
виде функций распределения 1 2( ), ( ) оценка осуществляется ме-

тодом максимизации функции частного правдоподобия [12, 13]. Для
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непараметрического случая в работе предлагается оценка, получае-
мая путем минимизации статистики Колмогорова Смирнова: 
ˆ arg min ( ).= %

�сследование точности оценки степенного параметра проводи-
лось методом статистического моделирования по следующему алго-
ритму. 

1. Моделируем 1 1 одинаково распределенных случайных вели-

чин
1 1

1 1
1( , ..., )x x с функцией распределения 0 . В качестве 0

рассмотрим следующие функции распределения: экспоненциальную
(с параметром 0,001)b = и Вейбулла (с параметрами 0,001,b =

1,5).= Величины
1 1

1 1
1( , ..., )x x в дальнейшем будем называть

наработками. 

2. Наработки
1 1

1 1
1( , ..., )x x случайным образом разбиваем на 1

групп по 1 элементов в каждой. Элементы -й группы обозначим

1

1, 1,
1 1, ..., , 1, .x x = Определим максимумы в каждой группе: 

1

1, 1,
1 1max , ..., .q = x x

3. Аналогичным образом моделируем 2 2 одинаково распреде-

ленных случайных величин
2 2

2 2
1( , ..., )x x с функцией распределения

1/
0 ,  где  — заранее заданное значение степенного параметра. 

Наработки
2 2

2 2
1( , ..., )x x случайным образом разбиваем на 2 групп

по 2 элементов в каждой. Элементы -й группы обозначим

2

2, 2,
1 2, ..., , 1, .x x = Определим максимумы в каждой группе: 

2

2, 2,
2 1max , ..., .q = x x

4. Для некоторого изменяемого значения , 1 ,� �% % по двум

полученным выборкам 1 21 1
1 1 2 21 2, ..., и , ...,Q = q q Q = q q вычислим

значение статистики Колмогорова – Смирнова ( ).%

5. Методом перебора % определим оценку ˆ, минимизирующую

значение статистики ( ):%

ˆ arg min ( ).= %
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Для определения статистических свойств оценки ˆ пункты 1–5 
повторялись 500 раз. По полученным значениям оценок была постро-
ена гистограмма этой выборки, а также вычислены эмпирические

средние ˆ и дисперсии 2.

На рис. 2 изображены гистограммы полученных оценок ˆ при

1 2 1 22, 3, 100= = = = для экспоненциального распределения

с параметром 0,001b = и для распределения Вейбулла с параметрами

0,001, 1,5.b = =

Рис Гистограммы оценок ˆ при 2=  (  — число наблюдений): 
а — экспоненциальное распределение; б — распределение Вейбулла

По результатам моделирования для экспоненциального распреде-

ления математическое ожидание полученной оценки ˆ 2,035= и

среднеквадратическое отклонение 0,34,s = а для распределения

Вейбулла ˆ 2,055, 0,35,= s = что свидетельствует о возможности

применения на практике данных оценок. 
Заключение. В работе предложен метод проверки гипотезы

о степенной зависимости функций распределения для двух цензури-
рованных выборок. Для проверки этой гипотезы разработан критерий
типа Колмогорова Смирнова, основанный на сравнении оценок ти-
па Каплана Мейера функций распределения по цензурированным
данным. Показана сходимость точных распределений статистики к ее
асимптотическим распределениям. Методом Монте Карло проведено
моделирование оценки степенного параметра, получаемой миними-
зацией статистики. 
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