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По результатам измерени� электромагнитных полей решена задача восстановле
ни� электрофизических параметров слоистых сред �вл�юща�с� обратной задачей
математической физики Сформулированы различные методы оптимизации дл�
ее решени� Предложена математическа� модель горизонтально слоистой среды
с заданными параметрами согласующимис� с реальными значени�ми Дл� решени�
пр�мой задач разработан алгоритм позвол�ющий найти аналитическое решение
при различных значени�х параметров среды Дл� решени� обратных задач исполь
зованы методы полного перебора и Хука Дживса а также разработанный
модифицированный метод полного перебора По результатам решени� пр�мой за
дачи вы�влены характерные особенности среды при различных значени�х элек
трофизических параметров При решении обратной задачи с помощью различных
методов оптимизации описаны особенности каждого из алгоритмов

�лючев�е слова: георазведка магнитотеллурическое зондирование кажущеес�
сопротивление модель горизонтально слоистой среды удельное электрическое
сопротивление нелинейна� обратна� задача

�ведение Магнитотеллурическим называют естественное пере-
менное электромагнитное поле Земли, наблюдаемое в больших по
площади регионах, оно проявляется в форме вариаций электрических
и магнитных компонент. Электрическая часть обусловлена наличием
земных региональных токов, получивших название теллурических, 
геомагнитные вариации — их переменным характером [1, 2]. 

Теллурические токи начали изучать еще в XX в. как одно из зага-
дочных явлений природы. Для разведки полезных ископаемых их
стали применять в 20–30-х гг. XX в. Активное изучение теллуричес- 
ких токов пришлось на начало 1950-х гг. [3–5]. К настоящему време-
ни природа магнитотеллурического поля изучена слабо. Согласно
последним представлениям, источники первичного поля зарождают-
ся в магнито- и ионосфере Земли под воздействием корпускулярного
излучения Солнца [4, 6]. 

Решение обратной задачи магнитотеллурического зондирования
базируется на методах ручного или автоматического подбора пара-
метров и методах преобразования, дающих простые и в некоторых
случаях недостаточно точные модели. При использовании таких ме-
тодов, как метод Ньютона — Рафсона, можно получить более точную
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геоэлектрическую модель среды при наличии возможности задать бо-
лее точное начальное приближение, близкое к истинным значениям
параметров среды. По этой причине поиск и реализация новых алго-
ритмов для решения задачи восстановления параметров среды мето-
дом магнитотеллурического зондирования (МТЗ) важны для развития
геофизики [3, 6]. 

Математическа� постановка
пр�мой задачи М�З Пусть задана го-
ризонтально-слоистая среда (рис. 1), 
состоящая из слоев мощностью

с удельным сопротивлением ,r маг-

нитной проницаемостью ,m где р — 

номер слоя. Через обозначим глу-

бину залегания слоя. На поверхность
заданной среды падает плоская одно-
родная монохроматическая волна, по-
ляризованная вдоль напластования. 

Требуется найти элементы поля ,
�r ��r

и установить их связь с парамет-

рами слоев ,  иr m  [7]:

2

1

,

( ) rot ,-

D =

= wm

�r �r

��r �r                                         (1) 

где D  — оператор Лапласа; 
r

 — напряженность электрического по-

ля;  — волновое число; 
r

 — напряженность магнитного поля;  — 
мнимая единица; w  — круговая частота; m  — магнитная проницае-

мость. 
Уравнение (1) — это уравнение Гельмгольца. Преобразуем его

в линейное дифференциальное уравнение [7–9]: 

2
, 2

,2
,

�
=

�
                                             (2) 

где  — ось декартовой системы координат. Решение уравнения (2) 
позволит найти распределение электрического и магнитного полей.  

Метод решени� пр�мой задачи Общее решение для линейного
дифференциального уравнения имеет следующий вид: 

= + ,

= + ,

-

-
                                    (3) 

Рис Модель горизонтально-
слоистой среды
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Здесь е — число Эйлера, а коэффициенты а и зависят от параметров
среды и мощности источника, возбуждающего токи [9–11]. Далее
введем понятие импеданса, который представляет собой отношение
взаимно перпендикулярных составляющих напряженности электри-
ческого и магнитного полей [11–13] и в данной ситуации

является наиболее удобной характеристикой среды: 

+
.

-

-

wm
= = -

-
                     (4) 

Для установления связи коэффициентов а и с параметрами сло-
истой толщи ,  иr m используем тождество Н.В. Липской [10]: 

1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )
1

1 1 1

1 1 1

+ +
th arth

+
th arth .

+ +

+ +

- - - -

- - - -
+

-
+ + +

-
+ + +

� �
� �� + =
� �- -� �

� �m
� �= +

m� �-� � (5)

Левая часть тождества (5) является функцией, определенной на
кровле -го слоя ( ).= - В правой части под знаком ареатангенса

имеем такую же функцию, но определенную на кровле (р + 1)-го слоя
или подошве р-го слоя ( ).= Обозначим их через и 1+ [5, 10]: 

1
1

1

th arth .
+

+
+

m� �
= +� �� �m� �

                        (6) 

Функци� — приведенный импеданс слоистого полупростран-

ства [12, 14, 15]. При относительно высоких частотах 1 1( ?

1 2 2 2 1arth /( ))m m? эта функция зависит в основном от свойств

верхних слоев разреза, а при низких частотах — глубоких горизон-
тов. Следовательно, функцию ( )w можно назвать частотной харак-

теристикой горизонтально-слоистого разреза [5]. 
Далее в качестве основной характеристики горизонтально-слоистой

среды будем использовать кажущееся сопротивление [4, 11, 16]: 
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2
1 1 1/ ( ) ,jr r = w = r r                                (7) 

где 12argj =  — фаза кажущегося сопротивления;  — период па-

дающей волны. Представим найденную выше функцию  (6) следу-
ющим образом [14]: 

1

1

1 1
1

1 1

1 Ф ( )
( ) ,

1 Ф ( )

1 / ( )
Ф ( ) .

1 / ( )

+

+

+ + -
+

+ +

- w
w =

+ w

- r r w
w =

+ r r w

р

р

р е

                        (8) 

На основе соотношений (8) получен алгоритм решения прямой
задачи. Основные характеристики горизонтально-слоистой среды
вычислим по формулам: 

2 2
1 1 1

1

1

(Re Im ),

Im
2arctg ,

Re

r = r +

� �
j = � �

� �

                                   (9) 

где Re1 и Im1 — действительная и мнимая части функции 1 ( ).w Вы-

числение функции 1 ( )w начинается с нижнего слоя, на котором

Reр 1, Imр = 0.
�исленные результаты решени� пр�мой задачи Рассмотрим

модель горизонтально-слоистой среды с заданными значениями
удельных сопротивлений и мощностей слоев. Эта модель состоит из
четырех слоев (воздух, земля, гранит и вода грунтовая), каждый из
которых имеет следующие параметры: 

Слой

Удельное сопротивление, 1,r Ом·м ......................................................  40  

Толщина слоя 1, м .................................................................................  500 

Слой

Удельное сопротивление, 2 ,r Ом·м ......................................................  1100 

Толщина слоя 2 , м ................................................................................  200 

Слой

Удельное сопротивление, 3 ,r Ом·м ......................................................  20 

Толщина слоя 3 ��

Магнитная проницаемость каждого слоя ,m Гн/м .............................  1 

На рис. 2 представлен график кажущегося сопротивления для за-
данной модели среды. 
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Рис. 2. График кажущегося сопротивления 
для заданной модели среды 

 
Построенная кривая полностью согласуется с теоретическими 

понятиями о кажущемся сопротивлении. По результатам (см. рис. 3) 
можно заключить, что при низких частотах можно получить инфор-
мацию о первом слое среды, далее, увеличивая частоту, — об удель-
ном сопротивлении последующих слоев. 

Разработанный алгоритм проверен на известных моделях среды. 
Полученные значения кажущегося сопротивления rT полностью соот-
ветствуют теоретическим. Этот алгоритм протестирован на горизон-
тально-слоистой среде, состоящей из четырех и пяти слоев. Построен-
ные кривые служат доказательством того, что с увеличением частоты 
значение кажущегося сопротивления rT дает информацию о более 
глубинных слоях. 

Постановка обратной задачи. Кажущееся сопротивление rT  яв-
ляется функцией многих фиксированных (число слоев, частота пада-
ющей волны) и варьируемых (толщина слоев, удельное сопротивление 
слоев) переменных [11]. При решении обратной задачи необходимо 
найти такие значения электрофизических параметров исследуемой 
среды, чтобы сумма квадратов отклонений модуля кажущегося сопро-
тивления, полученного при решении обратной задачи, от кажущегося 
сопротивления, полученного при решении прямой задачи ˆ ,r  была ми-

нимальной для заданного набора частот [5, 7, 10]: 

1 1 1

2
1 1 1

1

( , ..., , , ..., , , ... )

ˆ ( ) ( , , ..., , , ..., , , ... ) min .
=

r r m m =

= r w -r w r r m m ��

n n n

n

T i T i n n n
i

F h h

h h
 



� К Краснов К М Зубарев Т Л �ванова

46 

Данная задача является нелинейной. �сходя из анализа кривых
кажущегося сопротивления, можно ввести верхние и нижние пороги
для значения параметров среды. При таких ограничениях параметры
оптимизации представляют собой компакт, следовательно, данная
задача является задачей оптимизации на компакте [17, 18]. В связи
с этим поиск решения обратной задачи определения параметров слои-
стой среды осуществляется методом поиска квазирешений В.К. �ва- 
нова. Решения, полученные данным методом, устойчивы к вариациям
исходных данных [19–21]. 

Анализ методов решени� обратной задачи Для решения об-
ратной задачи были реализованы следующие алгоритмы: метод пол-
ного перебора [11], Метод Хука — Дживса [12]. Они используются
для поиска безусловного локального экстремума функции и относят-
ся к прямым методам, т. е. опираются непосредственно на значения
функции. Метод Хука — Дживса включает две фазы: исследующий
поиск и поиск по образцу. Однако если целевой функционал имеет
овражный характер, то поиск решения становится неэффективным
и даже может привести к отсутствию сходимости к точке локального
экстремума Примен�ема� модификация метода Хука — Дживса
позволяет ускорить решение за счет того, что поиск периодически

проводится в направлении 1-= -  [22, 23]. 
�етод ре�ени� обратной задачи на основе алгоритма �ука — 

�живса. Алгоритм решения обратной задачи с использованием ме-
тода Хука — Дживса можно описать следующим образом. 

�аг . Определить начальную модель 0 , приращения (шаги) ,

коэффициент уменьшения шага 1,a > параметр окончания поиска .e

�аг . Провести исследующий поиск. 
�аг Определить, является ли точка, полученная на шаге 2, 

наименьшим значением целевой функции. В случае положительного
ответа перейти к шагу 5, отрицательного — к шагу 4. 

�аг . Выполнить проверку на окончание поиска ( ( ) < e =

0,00001).= При положительном ответе следут закончить поиск, те-

кущие значения параметров являются оптимальными, при отрица-
тельном — уменьшить приращение

/= a                                           (11) 

и перейти к шагу 2. 
�аг . Провести поиск по образцу

1 1( ).+ -= + -                                   (12) 

�аг . Провести исследующий поиск, используя модель 1+

в качестве базовой. Положим, что в результате получена модель 1.+
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�аг . Проверить, выполняется ли неравенство

1( ) ( ).+ <                                       (13) 

В случае положительного ответа

1 1,   .- += =                                   (14) 

Затем перейти к шагу 8. Если ответ отрицательный, перейти к шагу 4. 

�аг . Выполнить проверку на окончание поиска ( ( ) < e =

0,00001).= Если ответ положительный, текущие значения парамет-

ров являются оптимальными, отрицательный — вернуться к шагу 5. 
Для ускорения работы алгоритма полного перебора была разра-

ботана модификация, позволяющая сократить время поиска опти-
мальных параметров. Первым шагом в
данном алгоритме является разделение
диапазона каждого из параметров на
частей (рис. 3). 
Далее методом полного перебора

определяется комбинация отрезков, 
при которой значение функционала от-
клонения будет иметь наименьшее зна-
чение. Концы этих отрезков становятся
новыми верхними и нижними значениями для параметров среды. После
этого выбранные отрезки снова делятся на частей, повторяется проце-
дура поиска оптимального набора отрезков. Оптимизация продолжается
до тех пор, пока диапазон между нижней и верхней границей каждого
из параметров не станет меньше заданной точности. Когда шаг по лю-
бому из параметров становится меньше единицы, перебор по данному
параметру завершается. 

С помощью метода полного перебора можно решать обратную за-
дачу для больших значений кажущихся сопротивлений, при этом время
работы алгоритма остается приемлемым. В ситуации, когда разность
между верхним и нижним значением одного или нескольких парамет-
ров среды слишком велика, может наблюдаться потеря точности, кото-
рая также может быть компенсирована за счет увеличения . 

�етод ре�ени� обратной задачи на основе моди�ицированно-
го метода полного перебора. Алгоритм решения обратной задачи
с использованием метода полного перебора содержит семь шагов. 

�аг . Определить нижние и верхние границы параметров среды

,  ,  ,  ,r r задать точность решения:  

min < e или ( )/ 1,  ( )/ 1.r -r < - <                    (15) 

 

Рис Диапазон между нижней и
верхней границей,   разделенный

на частей
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�аг . Разделить диапазон между верхними и нижними значени-
ями параметров среды на отрезков: 

,      .
-rr -

= =                               (16) 

�аг . Найти оптимальную комбинацию отрезков. 
�аг . Для каждого варианта модели среды определить значение

функции и сравнить его с минимальным min?< Да — перейти

к шагу 5, нет — продолжить перебор. 

�аг . Принять текущее значение за минимальное min .=

Запомнить текущее значение каждого параметра и обозначить его как

min ,r min.

�аг . Для значения min проверить условие остановки min ?< e

Да — текущая модель является оптимальной, нет — необходимо про-
должить перебор. 

�аг . После завершения перебора проверить условие остановки

min ?< e Да — завершить оптимизацию, нет — определить новые

значения для верхней и нижней границы каждого из параметров: 

min

min

,

,

r = r

r = r +

min

min

,=

= +
                         (17) 

и перейти к шагу 2. 
�исленные результаты решени� обратной задачи По резуль-

татам анализа кривой, полученной при решении прямой задачи, мож-
но установить:

0
1 1

0
2 2

0
3 3

15 Ом м,   100 м;

300 Ом м,   100 м;

5 Ом м,   ;

r = � =

r = � =

r = � � �

1 2 3

1 2 3

1 2

1 2

1,    100,   1;

150,   2000,    150;

10,    10;

3000,   3000.

r = r = r =

r = r = r =

= =

= =

На рис. 4 изображены кривые, полученные на различных итера-
циях метода Хука — Дживса, показано последовательное приближе-
ние к решению. 
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Рис. 4. Теоретические кривые на итерациях метода Хука — Дживса: 
1 — i = 142; 2 — i = 98; 3 — i = 30; 4 — i = 11; 5 — i = 4; 6 — i = 1 

 
При использовании данного метода (см. рис. 4) получена хоро-

шая сходимость. Однако при дальнейшем исследовании было обна-
ружено, что метод Хука — Дживса работает не при всех начальных 
приближениях. Это можно объяснить тем, что функция кажущегося 
сопротивления является овражной. 

При поиске оптимального решения методом полного перебора  

с шагом 1=kh  была получена кривая, полностью совпадающая  

с кривой, построенной при решении прямой задачи. Значения пара-
метров среды оказались равными истинным (заданным при решении 
прямой задачи). 

На рис. 5 изображены кривые, полученные при решении прямой 
и обратной задач. Анализируя график, можно сделать вывод, что мо-
дифицированный метод полного перебора показал хорошую сходи-
мость. Разработанный алгоритм протестирован на разных моделях 
среды с различным числом слоев и при различных верхних и нижних 
границах значений параметров среды. По результатам проведенных 
тестов данный метод также показал хорошую сходимость. Все значе-
ния параметров среды при решении обратной задачи оказались равны 
истинным. 
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Рис. 5. Кривые: 
         — теоретическая, полученная методом полного 

перебора;            — экспериментальная 
 

Заключение. Разработанный комплекс алгоритмов позволяет ре-
шать прямые и обратные задачи МТЗ для различных моделей горизон-
тально-слоистой среды.  

Для решения обратной задачи был реализован алгоритм Хука — 
Дживса, разработан и реализован алгоритм модифицированного ме-
тода полного перебора. Реализованные алгоритмы были протестиро-
ваны при различных параметрах среды. В ходе исследования были 
выявлены преимущества и недостатки каждого из алгоритмов, а так-
же установлены их характеристические особенности. 

В результате сравнения алгоритмов было выявлено, что модифи-
цированный метод полного перебора может быть использован для 
решения более широкого круга задач с большими значениями мощ-
ностей слоев и удельного электрического сопротивления. Разрабо-
танная модификация позволила сократить время поиска оптимально-
го решения без потери точности. Реализованные алгоритмы могут 
быть использованы в исследовательских задачах МТЗ. 
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