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Рассмотрены плоская и пространственная задачи о возмущении ледяного покрова 
точечным импульсным источником, локализованным в толще бесконечно глубокой 
жидкости. Проведено численное исследование возмущений ледяного покрова раз-
ной толщины источниками, находящимися на разных глубинах. Основное внимание 
уделено возмущениям ледяного покрова, возникающим непосредственно над ис-
точником.  
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Введение. В настоящее время все большее значение приобретает 

изучение динамики водной среды с ледяным покровом, что связано, 
в частности, с расширением хозяйственной деятельности в арктиче-
ских широтах. В силу значительных трудностей в организации лабо-
раторных, а тем более натурных экспериментов, посвященных изуче-
нию возмущений, возникающих в жидкости с ледяным покровом, 
существенно возрастает важность их математического и численного 
моделирования.  

Обзор основных теоретических результатов динамики жидкости 
с ледяным покровом содержится в работе [1]. Следует отметить, что 
до настоящего времени предметом изучения были, как правило, сво-
бодные волны на ледяном покрове жидкости, а вопрос об их генера-
ции различными источниками не привлекал внимание исследовате-
лей. В то же время в классической механике жидкости без ледяного 
покрова были разработаны методы решения задач о генерации волн 
различными источниками возмущений. В частности, методы, осно-
ванные на моделировании локализованных в толще жидкости источ-
ников возмущений точечными гидродинамическими особенностями, 
позволили исследователям существенно продвинуться в аналитиче-
ском изучении возникающих на поверхности жидкости волн [2–8]. 
В последнее время были опубликованы работы, распространяющие 
этот подход на случай жидкости с ледяным покровом [9–15]. 

Так, в работе [9] рассмотрена задача о точечном источнике пере-
менной интенсивности, локализованном в слое жидкости с ледяным 
покровом, а также приведены асимптотические выражения потенци-
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ала скорости течения, устанавливающегося при длительной работе 
пульсирующего источника, и потенциала скорости течения на боль-
шом расстоянии от источника. В работе [10] изучены возмущения, 
возникающие на ледяном покрове жидкости, при импульсном воз-
действии на лед, а также при мгновенном выбросе некоторой массы 
точечным источником в толще жидкости. В этой работе методом 
стационарной фазы найдены асимптотические представления для 
волн, образующихся на ледяном покрове под влиянием таких возму-
щений. Эти представления получены для точек с фиксированным от-
ношением расстояния от источника возмущений ко времени, т. е. 
в системе координат, движущейся с определяемой этим отношением 
скоростью. Обобщение данных результатов на случай источника 
с произвольно меняющейся во времени интенсивностью проведено 
в работе [11]. Заметим, что в настоящее время идет активная разра-
ботка новых методов моделирования сред, находящихся в напряжен-
но-деформируемом состоянии [16, 17]. Приложение этих методов 
к перечисленным выше задачам может дать более реалистичное опи-
сание динамики ледяного покрова на основе более полного учета его 
многообразных физических свойств. 

Целью настоящей работы является изучение влияния на ледяной 
покров точечных импульсных источников, локализованных в толще 
жидкости. Такие источники могут служить элементами более слож-
ных моделей воздействия на ледяной покров различных глубинных 
процессов. Стоит отметить, что наиболее универсальные оценки воз-
можных возмущений ледяного покрова, сочетающие в себе простоту 
и практическую значимость, получаются при выборе наиболее про-
стых источников в толще жидкости.  

В настоящей статье приведены результаты численного моделиро-
вания импульсного воздействия на ледяной покров мгновенного вы-
броса некоторой массы жидкости. Численное исследование основано 
на аналитических решениях плоской и пространственной задач об 
импульсном точечном источнике в толще бесконечно глубокой жид-
кости, покрытой льдом. Решения получены в предположении, что на 
границе раздела жидкости и льда возникают волны, амплитуда кото-
рых много меньше их длины, а течение жидкости потенциально всю-
ду кроме точки локализации источника. Ледяной покров рассмотрен 
как тонкая упругая пластина постоянной толщины, плавающая на по-
верхности жидкости. В отличие от работы [9] основное внимание 
уделено возмущениям ледяного покрова, возникающим непосред-
ственно над источником, т. е. там, где его влияние наиболее суще-
ственно.  

Плоская задача. Введем прямоугольную декартову систему ко-
ординат так, что ось x  пройдет по невозмущенной границе раздела 
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жидкости и льда, ось y  направим вверх. Расположим источник ин-
тенсивности ( )Q Q t  в точке   (0, ),l  где 0l  — глубина погруже-
ния источника, равная расстоянию от него до ледяного покрова, t  — 
время. Будем считать течение потенциальным всюду кроме точки 

 0 0, lr  локализации источника. В этом предположении потенци-

ал скорости ( , ),  tr  ( , ) x yr  удовлетворяет уравнению Лапласа 

во всей области течения   кроме точки 0 ,r  где имеет логарифмиче-

скую особенность, и отвечает условию затухания волновых возму-
щений с глубиной 

0,  xx yy                         0\ ),( r r  

0
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r r r                     0( ),r r                        (1) 

( ) 0,, tr                          ( )y , 

Обозначим отклонение границы раздела жидкости и льда от ее 
равновесного положения 0y  через ( , ).   x t  В рассматриваемом 

приближении малых волн граничные условия ставятся на невозму-
щенной линии раздела жидкости и льда 0y  и имеют вид [1]: 

0, ,           t xx xxxx tt t yg C B A                   (2) 

где g  — ускорение свободного падения.  

Коэффициенты ,A  ,B  C  определяются равенствами 
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где 1  — плотность льда; h  — толщина льда; 0  — плотность воды; 

E  — модуль Юнга льда;   — коэффициент Пуассона льда; 11  — 

начальное напряжение льда. В морских условиях эти величины имеют 

характерные значения: 0 1025   кг/м3; 1 00,9 ;    93·10E  Н/м2; 

0,3;   5
11 10  Н/м2. 

Используя предложенные в работах [10, 14] подходы, можно по-
казать, что если источник начинает свою работу в некоторый момент 
времени в изначально невозмущенной среде, то из решения задач (1), 
(2) следует выражение для возникающего на ледяном покрове воз-
мущения 
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Пусть импульсный источник осуществляет выброс жидкости 
в момент времени 0.t  Тогда его интенсивность равна ( ) ( ), Q t W t  
где ( ) t  — дельта-функция. В этом случае из выражения (4) следует, 
что при 0t  на ледяном покрове возникает возмущение 
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Поскольку в соответствии с равенством (5) величина отклонения 
границы раздела жидкости и льда от ее равновесного положения 

,( ) x t  линейно зависит от величины W, для упрощения расчетных 
формул примем  W  м2. На рис. 1 представлены профили волны на 
ледяном покрове в моменты времени ,t  равные 0, 6 и 25 с, рассчи-
танные по формуле (5) для глубины погружения источника 10l  м 
и толщины льда 0,5h  м. 

 

Рис. 1. Профили волны на ледяном покрове в зави- 
симости   от   горизонтальной   координаты   в  разные 

моменты времени t  (с): 
1 — 0; 2 — 6; 3 — 25 

 
В наибольшей степени возмущение льда проявляется непосред-

ственно над источником. По этой причине значительный интерес 
представляет зависимость от времени величины отклонения ледяного 
покрова от его равновесного положения в точке 0.x  Графики зави-
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симостей величины ( )0, t  от времени, визуализирующие колебания 
точки поверхности льда, находящейся непосредственно над источни-
ком, при разных толщинах льда ,h  представлены на рис. 2. При про-
ведении расчетов по формуле (5) была принята глубина погружения 
источника 10l  м.  

 

Рис. 2. Зависимости отклонения точки поверхности льда, 
находящейся непосредственно над источником (при 

0x  м), от времени при различных значениях h  (м): 
1 — 1; 2 — 0,5; 3 — 0,1 

 
Согласно результатам расчетов, представленным на рис. 2, при 

любой фиксированной толщине льда максимальное значение откло-
нения точки поверхности льда, находящейся непосредственно над 
источником, достигается в начальный момент времени 0,t  после 
чего эта точка совершает быстро затухающие колебания и стремится 
к положению равновесия. На рис. 3 представлены графики зависимо-
стей величины максимального отклонения ледяного покрова (0,0)  
непосредственно над источником от толщины льда ,h  найденные при 
различных глубинах погружения источника .l  

Как и следовало ожидать, максимальное отклонение ледяного 
покрова непосредственно над источником монотонно убывает с ро-
стом толщины льда при всех глубинах погружения источника. Гра-
фики зависимостей (0,0)  максимального отклонения ледяного по-
крова от глубины погружения источника l  при различных значениях 
h  приведены на рис. 4. Видно, что максимальное отклонение ледяно-
го покрова монотонно убывает с увеличением глубины погружения 
источника при всех значениях .h  При этом максимальные отклоне-
ния льда тем более существенно различаются при разных ,h  чем 
меньше .l  
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Рис. 3. Зависимость величины (0, 0)  (при 0x  м) 

от  толщины  льда  h   при различных глубинах погру- 
жения источника l  (м): 

1 — 5; 2 — 10; 3 — 15 

 

Рис. 4. Зависимость величины (0, 0)  (при 0x  м) 

от  глубины  погружения  источника  l  при различных  
значениях h  (м): 

1 — 1; 2 — 0,5; 3 — 0,1 

 
Пространственная задача. Введем прямоугольную декартову 

систему координат ,x  ,y  ,z  в которой плоскость 0z  совмещена 
с невозмущенной границей раздела жидкости и льда, а ось z  направле-
на вверх. Пусть в жидкости под ледяным покровом находится точечный 
источник интенсивности ( ).Q Q t  Будем считать течение потенциаль-

ным всюду кроме точки 0 (0,0,  ) lr  локализации источника. В этом 

предположении потенциал скорости ( ,  ),   tr  ( ,  ,  ) x y zr  удовле-

творяет уравнению Лапласа во всей области течения   кроме точки 0 ,r  

где имеет характерную для точечного источника особенность, и отвеча-
ет условию затухания волновых возмущений с глубиной:  
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Обозначим через   ( ,  ,  )   x y t  отклонение границы раздела жид-
кости и льда от ее равновесного положения 0.z  В предположении 
малости таких отклонений граничные условия ставятся на плоскости 

0,z  после чего они принимают вид ሾ1ሿ 
2_ _ 0,        t ttg C B A              ,  t z         (7)  

где _    xx yy  — горизонтальный оператор Лапласа. 

Введем цилиндрическую систему координат  , )  ( , r z  так, что  
ось z  пройдет через источник. Тогда в силу цилиндрической симмет-
рии создаваемого источником поля скорости ни одна из фигурирую-
щих в задаче величин не зависит от полярного угла .  Обобщая на 
этот случай предложенные в статьях [10, 14] подходы, можно пока-
зать, что если источник начинает свою работу в некоторый момент 
времени в изначально невозмущенной среде, то из решения задачи (6), 
(7) следует выражение для возникающего на ледяном покрове возму-
щения 

 0

0

exp( ) ( )1
( , ) ( ) cos ( ) ,

2 1





   
       

   
tl J r

r t Q t d d
A

           (8) 

где 0 ( )J x  — функция Бесселя нулевого порядка; величина   по-

прежнему определяется вторым из выражений (4). 
Для импульсного источника, выбрасывающего в момент времени 
0t  объем жидкости ,W  интенсивность определяется равенством 

( ) ( ), Q t W t  где ( ) t  — дельта-функция. Тогда из выражения (8) 
найдем, что при 0t  на ледяном покрове возникает возмущение 

   0

0

exp
( , ) cos( ) .

2 1

    
   

  
l J rW

r t t d
A

                   (9) 

Как и в случае ранее рассмотренной плоской задачи, в соответ-
ствии с формулой (9) величина отклонения границы раздела жидкости 
и льда от ее равновесного положения ,( ) r t  линейно зависит от выб- 
расываемого источником объема жидкости ,W  поэтому для упроще-
ния расчетных формул примем 2 W  м3. На рис. 5 представлены се-
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чения профилей кольцевых волн на ледяном покрове в моменты вре-
мени ,t  равные 0, 6, 25 с, рассчитанные по формуле (9) для глубины 
погружения источника 10l  м и толщины льда 0,5h  м. 

 

Рис. 5. Сечения профилей волн на ледяном покрове 
в зависимости от радиальной координаты в различные  

моменты времени t  (с): 
1 — 0; 2 — 6; 3 — 25 

 

Воздействие источника на лед в наибольшей степени проявляется 
непосредственно над ним, поэтому значительный интерес представ-
ляет зависимость от времени величины отклонения ледяного покрова 
от его равновесного положения в точке 0.r  Графики зависимостей 
величины ( )0, t  от времени, иллюстрирующие колебания точки по-
верхности льда, находящейся непосредственно над источником, при 
разных значениях h  представлены на рис. 6. При проведении расче-
тов глубина погружения источника l  была принята равной 10 м.  

 

Рис. 6. Зависимости отклонения точки поверхности льда, 
находящейся непосредственно над источником (при 

0r  м), от времени t  при разных значениях h  (м):  
1 — 1; 2 — 0,5; 3 — 0,1 
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По результатам проведенных расчетов можно заключить, что, как 
и в случае плоской задачи, максимальное значение отклонения точки 
поверхности льда, находящейся непосредственно над источником, до-
стигается при любой фиксированной толщине льда в начальный момент 
времени 0,t  после чего эта точка совершает быстро затухающие ко-
лебания и стремится к положению равновесия. На рис. 7 представлен 
график зависимости величины максимального отклонения (0,0)  от 
толщины льда h при различных глубинах погружения источника. Как 
и в случае плоской задачи, имеет место монотонное убывание макси-
мального отклонения ледяного покрова над источником при увеличе-
нии его толщины при всех глубинах погружения источника. 

 

Рис. 7. Зависимость величины (0, 0)  (при 0r  м) от 

толщины  льда  h  при различных глубинах погружения  
источника l  (м): 

1 — 5; 2 — 10; 3 — 15 

 

Рис. 8. Зависимость величины (0, 0)  (при 0r  м) 

от глубины погружения источника l  при различных  
значениях h  (м): 

1 — 1; 2 — 0,5; 3 — 0,1 
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На рис. 8 приведены графики зависимостей величины максималь-
ного отклонения ледяного покрова от глубины погружения источника 
при различных толщинах льда. Как и в плоском случае, максимальное 
отклонение ледяного покрова монотонно убывает с увеличением глу-
бины погружения источника при всех толщинах льда. При этом чем 
меньше глубина погружения источника, тем более существенно раз-
личаются максимальные отклонения льда при разных значениях .h  

Заключение. Проведенное исследование показало, что решения 
плоской и пространственной задач о возмущении ледяного покрова 
локализованным в толще жидкости точечным импульсным источни-
ком описывают похожие в качественном отношении процессы. Дей-
ствительно, в обоих случаях под действием источника на ледяном 
покрове начинают распространяться изгибно-гравитационные волны. 
Ледяной покров непосредственно над источником, получив макси-
мальное отклонение в начальный момент времени, совершает весьма 
быстро затухающие колебания и стремится к своему положению рав-
новесия. Отметим, что это затухание не связано с рассеянием энер-
гии, а обусловлено уходом волны из области начальных возмущений. 
Как и следовало ожидать, чем больше толщина льда, тем скорее про-
исходит затухание его колебаний. При этом с ростом толщины ледя-
ного покрова и глубины погружения источника начальное отклоне-
ние уменьшается. 

Полученные результаты могут найти применение при оценке 
возмущений ледяного покрова, вызванных локализованными в вод-
ной толще источниками как естественного, так и искусственного 
происхождения, а также при разработке методов идентификации та-
ких источников по вызываемым ими возмущениям ледяного покрова. 
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Numerical simulation of the point pulse source impact 
in a liquid on the ice cover 

© Savin A.S., Gorlova N.E., Strunin P.A. 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 
The research examines the planar and three-dimensional problems of an ice cover per-
turbed by a point pulse source localized in the depth of an infinitely deep liquid. We stud-
ied the ice cover of different thickness and carried out numerical study of its perturba-
tions by sources located at different depths. The main attention is paid to the ice cover 
perturbations that arise directly above the source. 
 
Keywords: ice-covered liquid, point source, ice cover perturbations  
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