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с учетом свойств реального газа 
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Рассмотрен процесс наддува свободного пространства контейнера из баллона 
высокого давления, предшествующий газодинамическому выбросу летательного 
аппарата. Выполнены сравнительные расчеты этого процесса в квазистационар-
ном приближении с использованием уравнений состояния идеального и реального 
газа. Показана необходимость учета отклонений термодинамических свойств 
рабочей среды от идеально-газового поведения для правильного определения запаса 
газа в баллоне и изменения температуры в наддуваемых объемах. 
 
Ключевые слова: контейнер, кольцевое пространство, наддув, идеальный газ, 
реальный газ. 

 
Постановка задачи. Подводный газодинамический выброс лета-

тельного аппарата (ЛА) из контейнера по минометной схеме [1] со-
провождается комплексом сложных физических явлений [2]. Матема-
тическое моделирование этих явлений позволяет точнее определять 
нагрузки на корпус ЛА, контейнер и платформу, с которой осуществ-
ляется газодинамический выброс, и оптимизировать на этой основе 
проектные параметры соответствующих технических систем. 

Ввиду сложности и взаимосвязанности явлений, процесс их мате-
матического моделирования имеет несколько уровней — от наглядных 
инженерных оценок до применения современных методов расчета не-
стационарных пространственных газопарожидкостных течений. При 
этом побудительным мотивом для разработки усложненных матема-
тических моделей является степень несоответствия результатов, кото-
рые дают более простые подходы, экспериментальным данным [1, 2]. 
Можно говорить о своеобразной реализации стратегии математиче-
ского моделирования, описанной в работе [3].  

Ряду аспектов определения параметров силовых воздействий при 
подводном газодинамическом выбросе посвящены работы [4–7], от-
носящиеся к движению ЛА в свободной воде, работа [8], относящая-
ся к расчету силовых воздействий, сопровождающих выход ЛА из 
контейнера, работы [9–11], относящиеся к участку движения ЛА 
в контейнере. 

Тематика настоящей статьи примыкает к вопросам математиче-
ского моделирования физических явлений, сопровождающих движе-
ние ЛА в контейнере при подводном газодинамическом выбросе. 
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Подводный газодинамический выброс 
ЛА из контейнера по минометной схеме [1] 
может сопровождаться интенсивным втека-
нием воды в кольцевое пространство (КП) 
между корпусом ЛА и внутренней стен-
кой контейнера, повышением там давле-
ния среды и разрушением корпуса ЛА [2]. 
Это явление можно предупредить, выпол-
нив заранее наддув свободного простран-
ства контейнера до уровня наружного 
гидростатического давления [2, 12]. Пред- 
полагается, что до наддува свободное 
пространство контейнера заполнено азо-
том при давлении 0 1p   бар и что наддув 
производится также азотом из баллона 
высокого давления, что позволяет избе-
жать вторичного догорания в задонном 
пространстве (ЗП) контейнера продуктов 
сгорания энергоустройств газодинамиче-
ского выброса [1, 2, 9, 12]. 

В данной статье процесс предвари-
тельного наддува свободного простран-

ства контейнера был смоделирован в рамках квазистационарного 
приближения с использованием уравнений состояния идеального и 
реального газа. Схематизированная геометрия задачи показана на 
рис. 1, числовые значения исходных данных приведены в табл. 1. Все 
числовые значения в тексте, в таблице и на графиках выражены 
в стандартных единицах системы измерений (СИ), за исключением 
значений давления, которые выражены в барах. В формулах исполь-
зованы только стандартные единицы СИ (давление выражено в пас-
калях, температура — в кельвинах). 

                                          Таблица 1 
Исходные данные задачи 

Параметр Значение, м2 

бнΩ  6·10–3 

кпΩ  3·10–1 

зпΩ  1·10–1 

бн /кпΣ  1·10–4 

кп /зпΣ  1·10–3 
 

 

Рис. 1. Схематизированная 
геометрия задачи: 

1 — корпус ЛА; 2 — кольцевое 
пространство; 3 — кольцевой 
баллон наддува; 4 — контейнер; 

5 — задонное пространство 
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Процесс опорожнения баллона наддува (БН) неправомерно рас-
считывать в рамках модели идеального газа. Под идеальным здесь 
понимаем газ, молекулы которого между собой не взаимодействуют 
[13, 14]. При условиях, реализующихся в процессе наддува в КП 
и ЗП, нет необходимости учитывать свойства реального газа, но при 
этом отсчеты энтальпии и энтропии необходимо согласовывать с ис-
пользуемыми зависимостями для реального газа. Представляется 
удобным проводить расчет по единым зависимостям для реального 
газа. При этом данные по термодинамическим свойствам азота при-
няты согласно работе [15]. Результаты расчета в рамках модели иде-
ального газа приведены для сравнения. 

Инженерная методика расчета. Простейший способ расчета со-
стоит в том, что массы газа ( )0

бн ,m  заправляемой в баллон системы 
наддува, должно быть достаточно для обеспечения в объемах КП и 
ЗП заданного давления наддp  при заданной начальной температуре 
среды начT . Зафиксируем значения нач 290T =  К и надд 7p =  бар для 
дальнейших вычислений. Значение газовой постоянной азота 

2
296,8NR =  Дж/(кг ⋅ К) принимается, как в работах [15, 16]. Величи-

ны удельных теплоемкостей Дж/743 (кг К),υ = ⋅C  1041pC =  Дж/(кг ⋅ К) 
выбраны в соответствии с нормальными условиями [15] (это данные 
для реального газа, поэтому формула Майера 

2p NC C Rυ− =  не обяза-
на выполняться точно), что дает показатель изоэнтропы 

1,399.pC Cυγ = =  Для данных табл. 1 получаем: 

( ) ( ) ( )
2

0 надд кп зп бн 0 кп зп
бн

нач
2,837 кг.

Ω + Ω + Ω − Ω + Ω
= ≈

N

p p
m

R Ω
               (1) 

Свойства реального газа в рассматриваемом подходе учиты- 
ваем лишь при определении через коэффициент сжимаемости 

( ) ( )

2

0 0
бнбн бн

начN

p mZ
R T
T

=  давления в БН ( )0
бн ,p  обеспечивающего при задан-

ной температуре начT  необходимую массу заправки ( )0
бн .m  Если счи-

тать газ идеальным ( )1 ,Z =  то для начального давления в БН полу-

чим значение ( )
( )

2
0

бн нач0
бн

бн
407 бар.= ≈

Ω
Nm R Ω

p  

Формула (1) никак не учитывает динамику процесса истечения 
и соответствует предельно медленному изотермическому процессу. 
Для того чтобы ввести в нее фактор времени, можно воспользоваться 
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соотношением баланса механической энергии (уравнение «живых» 
сил) для одномерного стационарного течения газа [17, 18]: 

( )2 2 0.d v dp+ υ =                                            (2) 

Здесь v  — скорость газа; υ  — удельный объем. Пусть задан термо-
динамический процесс, сопровождающий движение материальной 
частицы от состояния I к состоянию II. Тогда из дифференциального 
соотношения (2) получаем интеграл Бернулли: 

( )
II

I

2 20,5 0.
p

II I
p

v v dp− + υ =∫                                     (3) 

Интеграл 
II

I

p

p

dpυ∫  однозначно определен уравнением состояния 

и заданным термодинамическим процессом. 
Поскольку теплопроводность газа мала, материальные частицы 

в процессе истечения из БН находятся в условиях, близких к адиаба-
тическим. Учитывая возможность звукового и дозвукового режимов 
истечения, получаем следующую обобщенную зависимость для рас-
чета массового расхода газа между двумя объемами с давлениями 
и температурами ,jp  jT  ( )1, 2 , j =  проходное сечение между кото-
рыми имеет площадь 12:Σ  

{ } { }( ) ( )12
1 1 2 2 12 2

1

0, ,
, , , , , ,

, ,

h l
h

l h l h l
h

h l

p p
pG p T p T B p p p p Kp

RT B p Kp

=
Σ Σ = Φ < <

 ≥

         (4) 

где 1 2

1 2

1, ,
2, ;

p p
h

p p
≥

=  <
 3 ;l h= −  2

2 ;
1

B γ=
γ −

 ( ) ( )12 ;γ+ γγΦ ξ = ξ −ξ  

/( 1)1 ;
2

γ γ −γ ( =  
K  

( )( 1)/(2 1 )

1
2 .

1
B

γ( γ− 
= γ γ ( 

 В частности, расход из 

БН в КП есть величина { } { }( )бн бн бн кп кп бн/кп, , , , ,G G p T p T= Σ  а расход 

из КП в ЗП есть величина { } { }( )кп/зп кп кп зп зп кп/зп, , , , .G G p T p T= Σ  
Уравнения баланса массы газа в объемах БН, КП и ЗП описывают 
простыми соотношениями: 

( )бн
бн ,dm G t

dt
= −  ( ) ( )кп

бн кп/зп ,dm G t G t
dt

= −  ( )зп
кп/зп .dm G t

dt
=      (5) 
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Давление вычисляют по уравнению состояния идеального газа. 
Имеем: 

2бн бн
бн

бн
,Nm R T

p =
T

 2кп кп
кп

кп
,Nm R T

p =
T

 2зп зп
зп

зп
.Nm R T

p =
T

            (6) 

Уравнение баланса энергии при адиабатическом втекании/выте- 
кании газа в объем с массовым расходом /in outG G  имеет вид: 

( ) ( ) ,p in in out
d mU C G T G T
dt

= −  

где m  — масса; vU C T=  — удельная внутренняя энергия в объеме; 

inT  — температура торможения втекающего газа; T  — средняя тем-
пература. Отсюда находим: 

( ) бн бн
бн

бн

1
,

G T
T

m
γ −

= −  ( ) ( )бн бн кп кп/зп кп
кп

кп

1
,

G T T G T
T

m
γ − − γ −

=  

( )кп/зп кп зп
зп

зп
.

G T T
T

m
γ −

=                                        (7) 

Из первого соотношения получаем адиабатический закон [14, 17] 
изменения температуры торможения внутри БН: 

( )

1

бн
бн нач 0

бн

.mT T
m

γ − 
 =
  

                                       (8) 

Результаты расчета по формулам (4)–(8) приведены на рис. 2–3 
как расчет 1. 

Расчет предсказывает сильное охлаждение газа внутри баллона 
(температура торможения опускается ниже критической температуры 
азота 126,2critT =  К [15]). Пониженную температуру предсказывают 
также в промежуточном объеме (КП). Зато в конечном объеме (ЗП) 
температура возрастает заметно выше начальной начT . С качествен-
ной точки зрения это понятно, ведь работа проталкивания, отобран-
ная в БН, реализуется в конечном объеме в виде избыточной энергии. 
Ввиду развитых в КП и ЗП поверхностей стенок, на указанные ре-
зультаты может существенно повлиять процесс теплообмена. Ясно, 
что результаты, полученные в рамках адиабатического идеально-
газового приближения, не вполне удовлетворительны. Для их кор-
рекции целесообразно проанализировать влияние трех факторов: 
уравнения состояния (УС) реального газа, пространственного харак-
тера газодинамического течения, теплообмена на стенках и в газе. 
Ниже рассмотрим только влияние первого из этих факторов. 
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Рис. 2. Давление среды: 
1–3 — КП; 4–6 — ЗП; 7–9 — БН·102; штриховая линия — расчет 1; сплошная тонкая линия — 

расчет 2; сплошная толстая линия — расчет 3 
 

 

Рис. 3. Температура среды: 
1–3 — ЗП; 4–6 — КП; 7–9 — БН; штриховая линия — расчет 1; сплошная тонкая линия — 

расчет 2; сплошная толстая линия — расчет 3 
 
Описание термодинамических свойств реального газа. Газы 

и жидкости обычно рассматривают в термодинамике как двухпара-
метрические среды [14, 17]. Состояние таких сред определяется либо 
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заданием калорического ( ),  U U T= υ  и термического ( ),  p p T= υ  
уравнений состояния, либо заданием любого из термодинамических 
потенциалов (ТДП) [14, 17].  

Например, уравнение состояния воды и водяного пара [19] опре-
деляется в нескольких характерных областях заданием энергии Гельм-
гольца F U TS= −  в переменных ,υ  T  (изохорно-изотермический 
потенциал) и энергии Гиббса G H TS= −  в переменных ,p  T  (изо-
барно-изотермический потенциал), где H U p= + υ  — энтальпия (па-
раметры ,F  ,G  ,H  S  отнесены к единице массы вещества); S  — 
энтропия.  

Для идеального газа, если его теплоемкость считать постоянной, 
при всем удобстве калорического УС ( ) ( ) ( )0 0 ,U T C T T U Tυ= − +  
внутренняя энергия полностью определяет термодинамические свой-
ства только при задании ее как изохорно-изоэнтропийного потенциа-

ла выражением ( ) ( )0
1

( )/ 0
0 0 01  , ,S S CU S C T e U Sυ

γ−
−

υ

 υ υ = − ( υ  υ   
 [14]. 

Характерные свойства ТДП, в частности существенность выбора их 
аргументов, определяются видом основного тождества термодинами-
ки [14, 18]: 

.TdS dU p d= + υ                                        (9) 

и математическими свойствами полных дифференциалов функций. 
Соотношение (9) «сопрягает» переменные ,T  S  и ,p  υ  как обоб-
щенные силы и координаты, и эти пары не могут являться аргумен-
тами какого-либо ТДП. 

Достоверное знание термического УС и параметров вещества 
в идеально-газовом состоянии позволяет получить полное УС двух-
параметрической среды [13]. Будем считать, что при опорном значе-
нии давления 1,01325p =  бар известны идеально-газовые зависимо-
сти энтальпии ( )H T  и энтропии ( )S T  от температуры. При этом 
энтальпия идеального газа, как и внутренняя энергия, значением 
температуры определяется однозначно: ( ) ( ), .ИГH p T H T≡   

Для энтропии идеально-газовые изотермические изменения име-
ют вид универсальной зависимости от давления (или удельного объ-
ема). Действительно, согласно соотношению (9) и УС Клапейрона — 
Менделеева, получаем: 

( )2 2
0 ,N NTdS pd R T p R T dp p= + = −  
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откуда: 

( ) ( ) ( )2ИГ , ln .NS p T S T R p p= −                           (10) 

Опорному значению давления p  и данному значению темпера-
туры T  соответствует значение: 

2NR T pυ =                                             (11) 

удельного объема. 
Поскольку переменные ,p  υ  термического УС сопряжены, есть 

две возможности: вычислять ( ),  = υF F T  либо ( ) , .G G p T=  Пусть, 

например, необходимо вычислить значение ( ),  F Tυ  энергии Гельм-
гольца реального газа. Из определения энергии Гельмгольца и из 
формулы (9) легко получить тождество: 

.dF p d S dT= − υ−                                        (12) 

Отсюда видно, что приращение F  в изотермическом процессе 
противоположно по знаку работе, совершенной системой (в нашем 
случае — малым материальным объемом среды). По этой причине 
зависимости ( ),  p p T= υ  достаточно для вычисления приращения F  

в изотермическом процессе. Получив УС в виде ( ) , ,F F T= υ  можно 
затем вычислить энтропию как: 

( ) .S F T υ= − ∂ ∂                                          (13) 

В пределе υ=∞  ( )0p =  исчезает взаимодействие между молеку-
лами реального газа, и его свойства становятся тождественными 
свойствам идеального газа. Учитывая это, интегрируем (12) при по-
стоянном значении T  сначала по изотерме идеального газа от υ= υ  
до ,υ=∞  затем по изотерме реального газа от υ=∞  до заданного 
значения υ  [13]: 

( ) ( ) ( ) ( )ИГ РГ ИГ   , ,  ,  ,F T F T p T d p T d
υ ∞

∞ υ

 
 υ − υ = − υ υ− υ υ =
  
∫ ∫



  

( )( )2 2РГ ,  N Np T R T d R T d
υ υ

∞ υ

= − υ − υ υ− υ υ=∫ ∫


 

( )( ) ( )2 2РГ  , ln .N Np T R T d R T
υ

∞

= − υ − υ υ− υ υ∫   
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Положим  
1 ,

crit crit

ρt= =
ρ rρ

 
2

0 ,
crit N

p
R T

t =
ρ



 

где 1,−ρ = υ  critρ  — плотность среды и ее значение в критической 
точке. В таком случае: 

( ) ( )2
0ln ln ln .crit N

crit

R T

p

ρ ρrr  = − = − tt  ρ 




                 (14) 

В результате для реального газа имеем следующую формулу: 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2РГ ИГ РГ 0, , , l  n . N NF T F T p T R T d R T
υ

∞

υ = υ − υ − υ υ+ ω ω∫ (15) 

В работе [15] предложено единое уравнение для жидкого и газо-
образного состояний азота вида ( )2313,1кг/м :ρ :crit  

( ) 2
РГ

1 0
 , 1 ,

imn
N i j

i j
i j

R T
p T b

= =

 
υ = + ω τ  υ  

∑ ∑                        (16) 

где i jb  — числовые коэффициенты, .critT Tτ=  Для данной зависимо-
сти интеграл в правой части формулы (15) равен: 

( )( )2 2РГ
1 0

, 
imn

i j
N N i j

i j
p T R T d R T b d

υ υ

= =∞ ∞

υ − υ υ= ω τ υ υ=∑ ∑∫ ∫  

( )2 2
1

1 0 1 0
.

i im mn n
i j i i j

N i j crit N i j
i j i j

R T b d R T b i
r

+

= = = =∞

= ρ τ rr  = − t τ∑ ∑ ∑ ∑∫  

Для идеального газа по формулам (10), (11), (13) получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
, ln .ИГ ИГ N NF T S R T T S T R p p S Tυ∂ ∂ = − υ = − + = −



      

Тогда по формулам (13)–(15) находим 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

2

0

1 1

1 0

, ln

i

РГ РГ N

mn
i j

N crit i j
i j

S T F T S T R

dR T i b
dT

r

− − +

= =

r = − ∂ ∂ = − tt  −

− t τ =∑ ∑



 

( ) ( ) ( )
2 20

1 0

1
ln .

imn
i j

N N i j
i j

j
S T R R b

i= =

−
= − ω ω + ω τ∑ ∑                 (17) 
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Отметим, что в соответствующей формуле (2.28) работы [15] 
имеется опечатка в знаке перед логарифмом. 

Для того чтобы получить для энтальпии представление вида (16), 
(17), находим далее: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2ИГ ИГ ИГ   , , , ,NF T H T p TS p T H T R T TS Tυ = υ − υ − = − −        

( ) ( ) ( ) ( ) ( )РГ РГ РГ РГ ИГ   ,  , , , ,H T F T p T TS T F Tυ = υ + υ υ+ υ = υ +  

( ) ( )2 2 20
1 0 1 0

ln 1
i im mn n

i j i j
N i j N N i j

i j i j
R T b i R T R T b

= = = =

 
+ ω τ + ω ω + + ω τ +   

∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )
2 20

1 0

1
ln .

imn
i j

N N i j
i j

j
TS T R T R T b

i= =

−
+ − ω ω + ω τ∑ ∑  

В результате упрощений приходим к формуле [15]: 

( ) ( ) 2РГ
1 0

, . 
imn

i j
N i j

i j

i jH T H T R T b
i= =

+υ = + ω τ∑ ∑                   (18) 

Для дальнейших расчетов потребуется выражение для скорости 
звука. По общему определению [14] эту величину находят по форму-
ле ( ) .Sa p= ∂ ∂ρ  Зависимость ( )РГ ,  a Tυ  вида (16)–(18) для азота 

приведена в работе [15] без вывода, как и зависимости для других 
термодинамических свойств. Основываясь на структуре приведенной 
зависимости, можно полагать, что исходным для ее получения яви-
лось соотношение типа [20]: 

.p

S T

Cp p
Cυ

∂ ∂   =   ∂υ ∂υ   
                                     (19) 

Поскольку ( )2 ,p p−∂ ∂υ= − υ ∂ ∂ρ  то в формуле (19) можно уви-
деть соотношение между лапласовой (адиабатической) и ньютоновой 
(изотермической) скоростями звука [21]. Тем не менее в приложениях 
к инженерным расчетам это и множество других функциональных со-
отношений термодинамики не кажутся очевидными. В работах [22, 23] 
соотношения, основанные на тождествах типа (9), определениях энер-
гетических функций и общих функциональных связях между частны-
ми производными термодинамических параметров, представлены си-
стематически, что облегчает их получение и проверку. Сравнительно 
прозрачный вывод формулы (19) получается следующим образом. Из 
изоэнтропийных условий, записанных в виде: 
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0,
pT

S Sdp dT
p T

 ∂ ∂ + =   ∂ ∂  
 0

T

S Sdd T
T υ

∂ ∂   υ+ =   ∂υ ∂   
 

выразим отношение дифференциалов ( ) ,S Sdp d pυ ≡ ∂ ∂υ  что дает: 

( ) ( )
( )

( )
( ) .pT

S
T

S TS
p

S p S T υ

∂ ∂∂ ∂υ
∂ ∂υ =

∂ ∂ ∂ ∂
 

Первую дробь в правой части можно переписать как: 

( )
( ) ( ) .T

T T
TT

S dS d dp d p
S p dS dp

∂ ∂υ υ= = υ = ∂ ∂υ
∂ ∂

 

Вторая дробь преобразуется с использованием соотношения 
,Q TdSδ =  определяющего структуру элементарного количества теп-

лоты в балансе ,Q dU pdδ = + υ  устанавливаемом первым началом 
термодинамики [14, 24], и определения теплоемкостей: 

( )
( )

( )
( )

1

1 .p p pS T T Q T C
S T CT Q T

−

−
υυ υ

∂ ∂ δ ∂
= =

∂ ∂ δ ∂
 

В итоге получаем соотношение (19). Производную ( )Tp∂ ∂ρ  лег-
ко вычислить из формулы (16), тогда для скорости звука получим 
выражение [15] 

( ) ( ) ( )0
РГ РГ

1 0
, 1 1 ,

imn
i j

i j
i j

a T a i b
= =

υ = + + ω τ∑ ∑                     (20) 

где ( )
2

0
РГ .N pa R TC Cυ=  Как видно, требуются еще выражения для pC  

и .Cυ  
По определению ( ) ( ) ( ) ( )C Q T U T H T p Tυ υ υ υ υ= δ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂ − υ ∂ ∂  

[14]. В результате подстановки выражений (16) и (18) имеем [15]: 

( ) ( )2 2
1 0

1
imn

i j
N i j N

i j
C dH dT R b i j i i j j i j Rυ

= =
 = + ω τ + + + − + − = ∑ ∑  

( )
2

1 0

1
.

imn
i j

N i j
i j

j j
C R b

iυ
= =

−
= − ω τ∑ ∑                          (21) 

Величины ( )C U T dU dTυ υ
= ∂ ∂ =    и 

2p NC dH dT C Rυ= = +    — 

идеально-газовые теплоемкости, связанные формулой Майера. 
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Для энтальпии, аналогично тождествам (9) и (12), имеем: 
.TdS dH dp= − υ                                         (22) 

Отсюда из определения энтальпии и теплоемкостей находим: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )p p p T pC Q T H T U p T H T
υ

= δ ∂ = ∂ ∂ = ∂ + υ ∂ + ∂ ∂υ ∂υ ∂ =  

( ) ( )
( ) .T

T

H
C p T

pυ υ

 ∂ ∂υ
= + ∂ ∂ υ−  ∂ ∂υ 

 

Здесь дополнительно использовано общее тождество между 
частными производными от трех параметров, функционально связан-
ных между собой [14]. Применительно к параметрам ,p  ,υ  T  ему 
можно придать вид: 

( ) ( )
( ) .p

T

p T
T

p
υ∂ ∂

∂υ ∂ = −
∂ ∂υ

 

Подставляя выражения (16), (18), получаем формулу [15]: 

( )

( )

( )

2

2

2

1 0

1
1 0

2

1 0

1 1

1 1

i

i

i

mn
N i j

p i j
i j

mn
i j

i j
N i j

mn
i jN

i j
i j

R
C C j b

i j b
R T

R T
i b

υ
= =

−
= =

−

= =

 
= + − − ω τ ×  υ  

 
+ ω τ 

− υ × υ− = − υ + + ω τ  

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

( )

( )
2

2

1 0

1 0

1 1

.
1 1

i

i

mn
i j

i j
i j

N mn
i j

i j
i j

j b

C R
i b

= =
υ

= =

 
− − ω τ   = +
+ + ω τ

∑ ∑

∑ ∑
                      (23) 

Формулы (16)–(18), (20), (21), (23) относятся как к газообразному, 
так и к жидкому состояниям азота [15]. 

В формулы (17), (18), (21) входят зависимости от температуры 
энтальпии и энтропии азота как идеального газа. Результаты расчета 
величин ( ) ( )0H T H−  , ( ) ( )0S T S−   по аналитическим уравнени-
ям [15] сопоставлены на рис. 4 с данными [16], рассчитанными с ша-
гом 100 К.δ =T  На рисунке аналитические зависимости обозначены 
сплошными линиями, а данные работы [16] — квадратами. 
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Рис. 4. Идеально-газовые энтальпия и энтропия азота: 

1 — изменение энтропии ( ) (0);− S T S 2 — изменение энтальпии 
3( ( ) (0)) 10−− ⋅ H T H  

 
Расчет с использованием свойств реального газа. При учете 

свойств реального газа соотношения баланса массы (5) остаются 
в силе, а соотношения баланса энергии (7) заменяем более общими [9]: 

( )кп кп
бн бн кп/зп кп ,

d m U
G H G H

dt
= −  ( )зп зп

кп/зп кп.
d m U

G H
dt

=       (24) 

Истечение из БН описывается в соответствии с изоэнтропой реаль-
ного газа. По исходным данным задачи получаем следующие начальные 
значения параметров в БН: плотность ( )0 3

бн 472,8 кг/м ;ρ =  давление 
( )0
бн 616,49 бар;=p  удельная внутренняя энергия ( )0 5

бн 3,804 10 Дж/кг;= ⋅U  

удельная энтропия ( ) ( )0
бн 4699,8 Дж/ кг К .= ⋅S  Для сравнения начальные 

значения последних двух параметров в контейнере составляют 
( )0 5
кп, зп 4,623 10 Дж/кг= ⋅U  и ( ) ( )0

кп, зп 6809 Дж/ кг К ,= ⋅S  соответственно. 

На рис. 5 изоэнтропа азота ( )4699,8 Дж/ кг К= ⋅S  приведена в перемен-
ных ,p  .T  

По текущему значению массы газа в БН находим его плотность 

бн бн бн ,mρ = Ω  а затем по зависимостям ( )( )0
бн РГ бн бн , ,p p S= ρ  бнT =  

( )( )0
РГ бн бн, ,T S= ρ  ( )( )0

бн РГ бн бн , ,H H S= ρ  полученным при помощи урав- 

нений состояния (16)–(18), вычисляем текущие значения давления, 
температуры и энтальпии торможения. Вдоль изоэнтропы (рис. 5) 
изменяются не только значения этих параметров (во времени), но 
и состояния частиц, движущихся вдоль линий тока к выходному се-
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чению БН. Это движение подчиняется интегралу Бернулли (3), в ко-
тором выражение dpυ∫  должно вычисляться по УС реального газа. 
В адиабатическом процессе, согласно (22), имеем .dH dp= υ  Тогда 
интеграл (3) принимает вид: 

2
бн/кп бн/кп бн0,5 ,v H H+ =                                  (25) 

где бн/кп ,H  бн/кпv  — энтальпия и скорость газа на выходе из баллона. 

 

Рис. 5. Изоэнтропа азота для (0)
бн 4699,8S =  (1), линия 

насыщения  азота  (в переменных ,P  )T  (2) и метастабиль- 
ный участок (3) 

 
Способ определения параметров в выходном сечении БН показан 

на рис. 6. Если, двигаясь от значения бнp  к значению кпp  (текущее 

давление в КП), скорость частиц газа ( )( )0
бн РГ бн2 ,  v H H p S = −  

 до-

стигает местной скорости звука ( )( )0
РГ бн, , a a p S=  имеем случай звуко-

вого истечения. Это однозначно определяет местное давление бн/кп ,p  

скорость бн/кп бн/кпv a=  и плотность ( )( )0
бн/кп РГ бн/кп бн ,p Sρ =ρ  газа, 

а также расход БН: 

бн бн/кп бн/кп бн/кп.G v=ρ Σ                                    (26) 

На этой стадии параметры течения в БН изменяются автономно 
от процессов в КП и ЗП. В противном случае имеем дозвуковое исте-
чение, а параметры в выходном сечении БН определяются условием 
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бн/кп кп:p p:  ( )( )0
бн/кп РГ кп бн, , H H p S=  ( )бн/кп бн бн/кп2 ,v H H= −  бн/кпρ =  

( )( )0
РГ кп бн,  .p S=ρ  

Массовый расход из баллона вычисляем по формуле (26). 

 
Рис. 6. К определению параметров в выходном сечении БН: 

1 — линия 2 3
рг рг const0, 5 ( ) ( ) 10 ;Sa p H p −

=( ⋅  2 — изоэнтропа 3
рг const( ) 10 SH H p −

== ⋅  

 
Подобным же образом рассчитывают параметры в КП и ЗП. По 

текущим значениям массы и полной энергии газа вычисляют плот-
ность ρ  и удельную внутреннюю энергию .U  Затем по этим значе-
ниям и зависимостям для реального газа находят другие параметры 
торможения: температуру, давление, энтальпию и энтропию. Для то-
го чтобы рассчитать перетекание из КП в ЗП, на каждом шаге инте-
грирования соотношений (5) и (24) определяют свою изоэнтропу 

( )кпS t  реального газа. После этого параметры кп/зпp , кп/зпH =  

( )РГ кп/зп кп , ,H p S=  ( )кп/зп кп кп/зп2 ,v H H= −  ( )кп/зп РГ кп/зп кп,  p Sρ =ρ  
вычисляют (см. рис. 6). Массовый расход вычисляют по формуле: 

кп/зп кп/зп кп/зп кп/зп.G v=ρ Σ                                   (27) 

При принятых исходных данных расчет по уравнениям (5), 
(24)–(27) удается провести примерно до момента времени 0,42 с, ко-
гда в выходном сечении БН достигается условие начала конденсации 
(изоэнтропа ( ) ( )0

бн 4699,8 Дж/ кг К= ⋅S  выходит на линию насыщения, 
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см. рис. 5). Соответствующие значения давления и температуры тор-
можения в БН равны бн 39,3p ≈  бар и бн 147 К.≈T  К этому моменту 
баллон опорожняется более чем на две трети по массе. 

Двухфазная изоэнтропа. Если считать, что при наступлении кон-
денсации материальные частицы будут сохранять целостность (гомо-
генное течение [25, 26]), то условие адиабатичности (при внутреннем 
фазовом превращении) позволяет однозначно определить массовые 
доли ,g′  g′′  жидкой и газовой фаз: ( )0

бн ,S g S g S′ ′ ′′ ′′= +  1,g g′ ′′+ =  где ,S ′  
S ′′  — удельные энтропии жидкого и газообразного азота на линии 
насыщения (ЛН). На рис. 7 построены зависимости плотности, энталь-
пии и массовой доли конденсата (в процентах) вдоль такой изоэнтропы. 

 

Рис. 7. Зависимость плотности, энтальпии, массовой концен-
трации конденсата вдоль изоэнтропы в газовой фазе и на ЛН: 

1 — энтальпия среды 310 ;−⋅  2 — плотность (метастабильный участок); 
3 — плотность среды; 4 — процент конденсата (по массе) 

 
Распространить прежний подход на данный случай, по всей ви-

димости, невозможно. Вычисление скорости звука вдоль двухфазной 
изоэнтропы как ( )Sa p= ∂ ∂ρ  приводит к комплексному значению, 

поскольку на этом участке ( ) 0Sp∂ ∂ρ <  (см. рис. 7). Однако условия 
термической и механической устойчивости [22] требуют, чтобы 

0,Cυ >  0,pC >  ( ) 0.Tp∂ ∂ρ >  Из соотношения (19) тогда вытекает не-

равенство ( ) 0,Sp∂ ∂ρ >  т. е. участок двухфазной изоэнтропы являет-
ся термодинамически неустойчивым.  

Таким образом, от гомогенной модели двухфазного изоэнтропи-
ческого течения приходится отказаться. Для того чтобы довести рас-
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чет до конца, сохранив простоту расчетной схемы, воспользуемся 
другим подходом, основанным на рассмотрении метастабильных за-
висимостей. Примером служит учет при расчетах истечения продук-
тов сгорания из сопел двигателей задержки конденсации водяного 
пара, наблюдаемой на практике [27]. 

Метастабильная изоэнтропа. Как известно [14], уравнение Ван-
дер-Ваальса качественно описывает не только эффект фазового пере-
хода «газ — жидкость», но и возможность существования метаста-
бильных состояний вещества. Метастабильный участок изоэнтропы 

( ) ( )0
бн 4699,8 Дж/ кг К= ⋅S  оценивался по УС работы [15], сходные зна-

чения дает и известное УС Редлиха — Квонга [13]. В этом случае 
полностью остается в силе расчет по соотношениям (5), (24)–(27), 
и процесс расчета наддува КП и ЗП можно завершить. График мета-
стабильной изоэнтропы в переменных ,p  ,T  ,p  H  и ,p  ρ  показан 
на рис. 5–7. Результаты приведены на рис. 2, 3 как расчет 2. 

Анализ результатов. Уточненная формула для определения 
потребной массы газа для наддува свободного пространства кон-
тейнера. Как видно из результатов расчетов, ожидания, что учет 
свойств реального газа приведет к более высоким значениям темпе-
ратуры в БН, не оправдались. Более того, расчет предсказывает зна-
чительно более низкую температуру в КП. Наконец, неожиданным 
оказывается и низкое конечное значение давления в свободном про-
странстве контейнера. Между тем достижение требуемого давления 
наддува надд 7p =  бар в расчете по идеальному газу (см. рис. 2) явля-
ется, с математической точки зрения, точным результатом. В самом 
деле, пусть ( )0

бн ,m  ( )0
кп ,m  ( )0

зпm  — массы газа в соответствующих объемах 
при температуре начT  в начальном состоянии системы, причем для 
суммарной массы mΣ  и объема ΣΩ  газа имеем, согласно условию (1), 

соотношение 2 нач
надд .Nm R T

p Σ

Σ
=

T
 

Величина начvE m C TΣ Σ=  есть полная энергия газа. По завершении 

процесса наддува имеем в объемах БН, КП, ЗП массы газа ( )к
бн ,m  ( )к

кп ,m  
( )к
зпm  и температуры ( )к

бн ,T  ( )к
кп ,T  ( )к

зп .T  Давление при этом всюду оди-
наковое: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
к к к к к к

кп кп зп зпбн бнк

бн кп зп
.N N Nm R T m R T m R T

p = = =
TTT 
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Отсюда непосредственно следует соотношение: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

к к кк к к к к кк
бн бн кп кп зп зп бн зпкп

бн кп зп бн кп зп
.vv v v

N

m C T EC p m C T m C T EE
R

= = = = = =
TTTTTT    

 

Ввиду сохранения полной энергии, получаем: 

( ) ( ) ( )
( )

2

к
к к к

нач кп зпбн ,v
v

N

C pE m C T E E E
RΣ Σ Σ= = + + = T  

т. е. ( ) 2 начк
надд.Nm R T

p pΣ

Σ
= =

T
 

Данный результат не опирается на свойства энтропии. При этом 
в расчетах как по идеальному, так и по реальному газу, полная эн-
тропия изолированной системы «БН+КП+ЗП» увеличивается вслед-
ствие необратимости процесса смешения масс газа с различной тем-
пературой. Поэтому объяснение низкого давления наддува при 
расчете по реальному газу связано с энергетическими причинами, а 
не с необратимостью процесса. Действительно, если рассмотреть 
удельную внутреннюю энергию газа как функцию температуры, то 
для реального газа эта функция будет существенно зависеть еще и от 
давления (плотности), а для идеального газа — нет. В случае реаль-
ного газа ее начальное значение ( )0 5

бн 3,804 10 Дж/кг= ⋅U  в БН заметно 

меньше значения ( )0 5
кп, зп 4,623 10 Дж/кг= ⋅U  при начальных условиях 

в контейнере. 
Для того чтобы скомпенсировать уменьшение полной энергии га-

за вследствие его сжатия (для заданной температуры начT ), необхо-
димо увеличить массу газа в БН. Для определения нового значения 
заправляемой в баллон массы газа можно, на первый взгляд, восполь-
зоваться условием: 

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0 0 6
бн РГ бн бн нач бн кп,зп, 1,312 ж, 10 ДΩ = ≈ ⋅ m U m Ω m U  

если не увеличивать внутренний объем БН, или условием: 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 6
бн бн бн кп, зп 1,312 10 Дж,= ≈ ⋅m U m U                          (28) 

если сохранить начальную плотность зарядки БН, но изменить его 
внутренний объем. В первом случае потребная масса газа составляет 

( )0
бн 3,646 кг,≈m  что на 28,5 % больше первоначальной оценки (1), при 

начальном давлении ( )0
бн 1123 бар.≈p  Условие (28) дает значение 
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( )0
бн 3,448 кг,≈m  что выше оценки (1) на 21,5 %. Этому значению соот-

ветствует внутренний объем баллона 3 3
бн 7,292 10 м .−Ω ≈ ⋅  Подход (28) 

практичнее. Расчет наддува КП и ЗП в динамике при начальных зна-
чениях параметров, соответствующих условию (28), дает результи-
рующее давление наддува ( )к 5,46 бар,≈p  что существенно меньше 
запланированного значения надд 7 бар.=p  

Для получения правильного значения массы заправки БН в рам-
ках подхода, принятого в данной работе, начнем с соотношения ба-
ланса полной энергии в системе «БН+КП+ЗП», используя также обо-
значения приведенной выше оценки для идеального газа. Имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 к к0 0 0 0 к к к к
кп кп, зп зп кп, зп кп кп зп зпбн бн бн бн  .m U m U m U m U m U m U+ + = + +     (29) 

Количества массы и полной энергии газа, поступающие в резуль-
тате наддува из БН в КП и ЗП, обозначим как: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 к к к 0 0
бн кп зп кп зпбн бн ,m m m m m m m∆ = − = + − −  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 к к
бн бн бн бн бн .E m U m U∆ = −                                (30) 

Для условий в контейнере отличия в свойствах реального и иде-
ального газа невелики. В самом деле, коэффициент сжимаемости Z  
практически равен 1, а пренебрежение зависимостью внутренней 
энергии от объема и отклонением теплоемкости Cυ  от принятого ра-
нее значения ( )743 Дж/ кг Кυ = ⋅C  приводит к погрешностям в не-
сколько процентов, что позволяет записать: 

( ) ( ) ( )( )к 0
 

к
кп кп, зп кп нач ,U U C T Tυ− ≈ −  ( ) ( ) ( )( )к 0

 
к

зп кп, зп зп нач .U U C T Tυ− ≈ −       (31) 

Подстановка выражений (30), (31) в формулу (29) дает: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )к к к к 0 0 0 0

бн кп кп зп зп кп кп, зп зп кп,  зпE m U m U m U m U∆ = + − − ≈  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )к к к к 0
кп кп нач зп зп нач бн кп, зп m C T T m C T T m Uυ υ

   ≈ − + − + ∆ =      
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )к к к к 0 0 0
кп кп зп зп нач кп зп бн кп, зп н ач .C m T m T C T m m m U C Tυ υ υ= + − + + ∆ −  

Пусть кп+ зп кп зп ,Ω =Ω + Ω  ( )к
надд 0.p p p∆ = −  Учтем, что ( )0

бнm =  
( )0

бн бн ,= Ω ρ  ( ) ( )к к
бнбн бн ,m =Ω ρ  и УС идеального газа для объемов КП и ЗП. 

Тогда имеем: 
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( ) ( )
2 2

0 0
кп нач зп нач

0
кп зп

,N Nm R T m R T
p = =

TT
 ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

к к к к
кп кп зп зпк

кп зп
,N Nm R T m R T

p ≈ ≈
TT

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

к к к к 0 0 кп+ зп
кп кп зп зп нач кп зп надд

 ,
N

CC m T m T C T m m p
R

υ
υ υ

T+ − + = ∆  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

2

0 0 к к кп +  зп
бн наддбн бн бн бн

0 к 0
бн кп, зп начбн бн  ,

N

CU U p
R

U C T

υ

υ

TT ρ −ρ = ∆ +

+ T ρ −ρ −
 

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2

0
кп+ зп наддбн

бн0 0 0 к к 0 к 0
бн кп, зп начбн бн бн бн бн бн

 

 

.NC R pm

U U U C T

υ

υ

T ∆
=T =

ρ ρ −ρ − ρ −ρ −
      (32) 

Выражение (32) будем рассматривать как условие обеспечения задан-
ного давления наддува (в нашем случае надд надд 0 6 бар).∆ = − =p p p  По-
скольку по завершении процесса наддува давление в БН также равно 

наддp , то все параметры правой части формулы (32) известны. При той же 

плотности зарядки БН ( )0 3
бн 472,8 кг/м ,ρ =  что и в расчете 2 (см. рис. 2, 3), 

имеем ( ) ( )( )к 0 3
бн РГ надд бн, 45,27 кг/м , ρ =ρ ≈p S  ( ) ( )( )к 0

бн РГ надд бн ,= ≈U U p S  

52,918 10 Дж/кг≈ ⋅  (при значении ( )0
бн =S ( )4699,8 Дж/ кг К= ⋅ ). По 

формуле (32) вычисляем внутренний объем баллона бнΩ ≈
3 39,826 10 м−≈ ⋅  и потребную массу ( )0

бн 4,646m ≈  кг заправки газом. 
Это значение превышает первоначальную оценку (1) уже на 34,7 %. 
Результаты расчета динамики процесса наддува с этими данными 
представлены на рис. 2, 3 как расчет 3. На этот раз давление наддува 

надд 7p =  бар достигается. 

В формуле (32) имеем ( ) ( )к 0
бн бн ,ρ ρ0  ( ) ( ) ( ) ( )к к 0 0

бн бн бн бн ,U Uρ ρ0  что означа-
ет пренебрежение остаточным количеством массы и полной энергии 
в баллоне на момент окончания процесса наддува. Тогда формулу 
(32) можно преобразовать следующим образом: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2 кп+ зп надд
бн 0 0 0 0

кп, зп начбн бн бн

 

 

,NC R p

U U C T

υ

υ

T ∆
T ≈

ρ −ρ −
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
0 0ид 0

кп+ зп надд нач кп, зп бн б н ,NE C R p m C T U Uυ υ∆ ≡ T ∆ ≈ + −  
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( ) ( ) ( )( )( )
( )2

 
0 00

нач кп, зпбн бн
надд

кп+ зп 

,
N

m C T U U
p

C R

υ

υ

− −
∆ ≈

T
                     (33) 

( )
( )

( ) ( )( )
ид

0
бн 00

нач кп, зп бн

.Em
C T U Uυ

∆≈
− −

                            (34) 

Величина ( )идE∆  есть количество энергии идеального газа, кото-
рое требуется добавить в КП и ЗП, чтобы получить избыточное дав-
ление наддp∆  (отсчет этой энергии соответствует расчету 1 (рис. 2, 3), 

но не идеально-газовой зависимости ( ) ( ) 2
,NH T U T R T= +   исполь-

зуемой при расчете свойств реального газа [15]).  
Согласно формуле (1), расчету 2 (см. рис. 2, 3) соответствует зна-

чение ( )

2

0 надд кп+ зп 
бн

начN

p
m

R T
∆ T

≈  начальной массы газа в БН. По формуле 

(33) для расчета 2 получаем: 

( ) ( ) ( )( )( )
( )

2

2

00
надд кп+ зп нач нач кп, зп бн

надд
кп+ зп

  

 

1
N

N

p R T C T U U
p

C R

υ

υ

∆ T − −
≈ + =

T
 

( ) ( )( ) ( ) 5
00надд

надд кп, зп бн 
нач

6 4,623 3,804 10
7 4,719

743 290
p

p U U
C Tυ

− ⋅∆
= − − ≈ − ≈

⋅
 бар 

(примерно 1 % отличия от результатов расчета 2). Для расчета 3 име-
ем ( )0

бн 4,498 кг,≈m  что по формуле (33) дает значение: 

( )( )
( )

5
5

надд

4,498 743 290 4,623 3,804 10
1 10 7,000 бар.

743 296,8 0,4
−

⋅ − − ⋅
≈ + ⋅ ≈

⋅
p  

Для расчета по соотношению (28) 

( )( )
( )

5
5

надд

3,448 743 290 4,623 3,804 10
1 10 5,600 бар

743 296,8 0,4
−

⋅ − − ⋅
≈ + ⋅ ≈

⋅
p  

имеем около 3 % отличия от результатов расчета динамики процесса. 
Условие (28) оказалось неудачным, поскольку «правильные» форму-
лы (33) и (34) построены по закону обратной пропорциональности. 
Запишем формулу (34) так: 
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   

   

 

   

 
2

0 00 0
начкп, зп кп, зпбн бннач

0 ид ид ид
  

кп+ зп наддбн  

1 .NR TU U U UC T
pE E Em

  
   

   
 

Здесь первое слагаемое обратно пропорционально оценке (1), а вто-
рое — поправка на различие  0

бнU  и  0
кп, зп ,U  но это нелегко предуга-

дать, и «точная» формула (32) устроена несколько сложнее. 
Заключение. Полученные результаты показывают, что в инже-

нерных расчетах следует внимательно относиться к тепловому и 
энергетическому аспектам быстрого наддува контейнера с ЛА (и по-
лостей самого ЛА) сжатым газом. В частности, для достижения за-
данного давления наддува свободного пространства контейнера сле-
дует увеличивать массу газа, закачиваемого в баллон системы 
наддува так, чтобы скомпенсировать уменьшение удельной внутрен-
ней энергии в состоянии высокого давления. Для определения необ-
ходимого количества газа в данной статье была получена несложная 
расчетная формула (32), использующая параметры реального газа. 
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Pressurization parameters simulation of container empty 

space during aircraft gas dynamic ejection considering 
real gas properties 

© A.V. Plyusnin 
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The article considers the pressurization process of a container empty space with the help 
of a high-pressure cylinder, which antecedes the gas dynamic ejection of an aircraft. 
Comparative calculations of this process were done in the quasi-stationary approxima-
tion using equations of state for both ideal and real gases. The article shows the necessity 
of accounting deviations in thermodynamic properties of the operating medium from the 
ideal-gas behavior in order to estimate correctly both gas reserves in the cylinder and 
temperature variations in the pressurized volumes. 
 
Key words: container, annular space, pressurization, ideal gas, real gas. 
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