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Разработаны аналитические формулы для быстрого и точного расчета давления 
на участке поверхности тел вращения произвольного очертания, обтекаемых 
сверхзвуковым потоком газа. Рассмотрены примеры применения метода для про-
странственных течений газа. 
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Введение. При применении численных алгоритмов, основанных 
на методе установления по времени или других итерационных под-
ходах [1–4], успех решения задачи во многом зависит от близости 
начальных данных к стационарному решению. В настоящее время 
существует определенный разрыв между возможностями численных 
методов и точностью приближенных решений, что значительно уве-
личивает время счета или делает невозможным численное интегри-
рование уравнений газовой динамики. Так, использование формулы 
Ньютона [5] для начального распределения давления на участках, где 
угол встречи потока с поверхностью тела мал, часто приводит к сры-
ву решения. 

Между тем простые аналитические подходы имеют и большое 
самостоятельное значение [6].  

В данной статье, являющейся развитием работ [7–9], получены 
аналитические зависимости для практически точного определения 
давления на выпуклых затупленных телах вращения произвольного 
очертания. Предложен также подход к применению этих зависимо-
стей в трехмерных течениях. 

Получение аналитической зависимости для определения дав-
ления. Рассмотрим вывод простой аналитической зависимости, 
дающей практически точное распределение давления на затупленных 
телах вращения произвольного очертания при их сверхзвуковом об-
текании. 

1. Обезразмеривание. Будем использовать безразмерные парамет-

ры. Давление P отнесем к давлению в точке торможения 0 ,P  которое 

определяется по известной формуле Рэлея: 
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где   — показатель адиабаты (для совершенного газа   = 1,4); M  — 

число Маха набегающего потока; P  — давление газа в набегающем 

потоке. 
2. Определение положения звуковой точки на сфере. Для чисел 

Маха в набегающем потоке более 2,5 положение звуковой точки, 
расчет которой приводится в [10], является функцией от отношения 
плотностей   на прямом скачке уплотнения: 
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где **  — угол в градусах между осью тела и вектором скорости в 

звуковой точке. 
Для умеренных сверхзвуковых чисел Маха хороший результат 

для определения положения звуковой точки на сфере дает использо-
вание классической формулы Ньютона: 
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 — давление в звуковой точке, отнесенное к 

давлению в точке торможения.  
3. Вычисление  давления на поверхности сферы. Рассмотрим функ-

цию   характеризующую термодинамическое состояние газа и пред-

ставляющую собой отношение температуры движущегося газа к темпе-

ратуре изоэнтропически заторможенного потока. Величина ( 1)p     

есть отношение статического давления к давлению торможения, т. е. 

искомая величина. Как известно, функция   является вогнутой вниз 
плавно убывающей функцией от скорости, которая при движении газа 
вдоль сферы является, в свою очередь, монотонно возрастающей функ-

цией от угла   между вектором скорости набегающего потока и векто-
ром скорости в любой точке ее поверхности сферы. Максимальное зна-

чение   достигается в точке торможения и равно единице. Поэтому 
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или 
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   (6) 

Формулы (5) или (6) наряду с (1), (2) позволяют найти давление 

   
/( 1)

.p
 

     Входящие в них углы содержатся в числителе и 

знаменателе дроби, поэтому их можно брать как в радианах, так и в 

градусах. 
4. Определение положения звуковой точки для произвольного вы-

пуклого тела вращения. Для затупленного тела вращения определим 

положение звуковой точки *,  воспользовавшись методом работы 

[11], применение которого можно также найти в [12, 13]. 
5. Расчет давления на поверхности затупленного тела вращения. 

Распределение давления на поверхности затупленного тела вращения 
будем искать в виде 
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Так как в звуковой точке должно выполняться равенство 
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 то *( ) 1.    Будем считать функцию ( )   линейной. 

Пусть вторая точка 0x , через которую проходит прямая ( ),   лежит в 

небольшой окрестности *  и 0 0( )x   . Тогда ( )   имеет вид 
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Положение точки 0x  определим эмпирически в зависимости от 

положения звуковой точки на поверхности тела из условия: 

если *** ,    то 0 *1,15 ;x    

если *** ,    то 0 *0,85 .x    

В небольшой окрестности звуковой точки для расчета давления с 
высокой точностью можно воспользоваться модификацией формулы 
Ньютона: 
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Величину 0  будем искать из равенства давления, рассчитывае-

мого по формуле (7), давлению, рассчитываемому по формулам (9) 

или (10) в точке 0.x  Таким образом, в любой точке тела можно вы-

числить значение ( ),   а значит, и давление по формуле (7). 

Анализ результатов. Для примера приведем результаты расчетов 

по предложенному методу для двух типов эллипсоидов с соотношением 

полуосей b/a = 1/2 (рис. 1) и b/a = 3/2 (рис. 2) и для параболоидов вида 
2 2r pz  (где z — безразмерная величина, отнесенная к радиусу кри-

визны тела в критической точке) с параметрами p = 0,25 (рис. 3, а) и 

 p = 1 (рис. 3, б–г и рис. 4, а, б) при различных значениях числа Маха. 

Как видно из сравнения расчетных данных с табличными [14, 15], при-

менение формулы (7) позволяет получить результат с максимальной 

относительной погрешностью, не превышающей 5 % для всех вариан-

тов. В то же время на некоторых режимах формула Ньютона имеет мак-

симальную относительную погрешность до 100 %. 
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Рис. 1. Распределение давления Р на эллипсоиде с соотношением полу- 
осей b/a = 1/2 при числе Маха М = 2 (а), M = 4 (б), М = 6 (в) и М = 20 (г),  
полученное по формуле Ньютона ( ),  по формуле (7) ( ),  по табличным  
                                                          данным [14] ( ) 
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Рис. 2. Распределение давления Р на эллипсоиде с соотношением полуосей  
b/a = 3/2 при числе Маха М = 4 (а), M = 6 (б), М = 20 (в), полученное 
 по формуле Ньютона ( ),  по формуле (7) ( ),  по табличным данным  
                                                       [14] ( ) 
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Рис. 3. Распределение давления Р на параболоидах с параметром p = 0,25 при 
числе Маха М = 2 (а) и с параметром p = 1 при числе Маха M = 4 (б), М = 6 (в),  
М = 8 (г), полученное по формуле Ньютона ( ), по формуле (7) ( ), 
                                      по табличным данным [14] ( ) 
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Рис. 4. Распределение давления P на параболоидах с параметром р = 1 при 
числе Маха M = 10 (а) и М = 20 (б), полученное по формуле Ньютона ( ),   
                       по формуле (7) ( ),  по табличным данным [14] ( ) 

  
Эти формулы можно применять и в трехмерных течениях, ис-

пользуя правило «местного тела», когда давление считается одина-
ковым в точках с одинаковыми углами встречи потока с поверхно-
стью. Опробуем этот метод для расчета давления в различных 

сечениях параболоида вращения 21,125z r  (рис. 5), обтекаемого 

сверхзвуковым потоком идеального газа под ненулевым углом атаки. 
В соответствии с правилом «местных тел» давление на параболоиде в 
трехмерном течении определяется по формуле 
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где V  — вектор скорости набегающего потока; n  — внешняя единич-

ная нормаль к поверхности параболоида. Угол 
*  описывает положе-

ние звуковой точки на параболоиде в осесимметричном течении. 
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Рис. 5. Параболоид вращения вида z = 1,125 r
2
 

 
Результаты расчета давления на указанном параболоиде, обте-

каемого под углами атаки 5    и 10 ,    в различных сечениях 

const,z   а также табличные данные [14] в зависимости от централь-

ного угла   представлены на рис. 6 ( 5 )    и на рис. 7 ( 10 ).    На 

графиках видно, что в сечениях 5z   метод «местных тел» позволяет 
более точно рассчитать давление по сравнению с формулой Ньютона. 
Метод Ньютона дает максимальную относительную погрешность в 
указанных сечениях 20 %, а формула «местных тел» — 12 % для 

10 ,    4z   (см. рис. 7, в), в остальных сечениях — не более 7 %.  

В качестве «эквивалентного тела» можно рассматривать сферу. 
Тогда формула для расчета давления упрощается. На некоторых из 
этих графиков приведено распределение давления на параболоиде, 
вычисленного по методу «местных сфер», когда давление на теле в 

точке, где угол  arccos ,V V n   совпадает с углом 
2


   на сфере, 

полагалось равным давлению на сфере с данным углом встречи пото-
ка с поверхностью: 
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 (12) 

Анализ результатов показывает, что расчет давления по правилу 
«местных сфер» также дает более точные результаты по сравнению с 

формулой Ньютона, однако несколько уступает по точности ( 5 %)

расчетам по правилу «местных тел». 
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Рис. 6. Распределение давления Р на параболоидах, обтекаемых под углом  
 = 5°, в сечениях z = 1 (а), z = 2 (б), z = 5 (в),  z = 10 (г) при числе Маха  
М = 4, полученное по формуле Ньютона ( ), по формуле (11) ( ),   
                                       по табличным данным [14] ( ) 
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Рис. 7. Распределение давления Р на параболоидах, обтекаемых под углом  
 = 10°, в сечениях z = 2 (а), z = 3 (б), z = 4 (в), z = 5 (г) при числе Маха  
М = 4, полученное по формуле Ньютона ( ), по формуле (11) ( ), 
                     по формуле (12) ( ),  по табличным данным [14] ( ) 
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Вывод. Предложенные в данной работе формулы (7) и (11) в 
большинстве случаев дают лучшие результаты, чем метод Ньютона. 
Как и ожидалось, при наличии угла атаки с наветренной стороны 
формула Ньютона применима только тогда, когда угол встречи пото-
ка с поверхностью тела достаточно большой. Таким образом, данный 
метод может быть использован для получения начального распреде-
ления, а также для быстрой оценки давления на поверхности выпук-
лых затупленных тел вращения. В дальнейшем предполагается опро-
бовать этот метод для более широкого класса поверхностей. 
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The authors developed the analytical formula for fast and accurate calculation of pres-
sure on the surface of rotation bodies with arbitrary shape, which were flown by super-
sonic gas. The paper provides examples of applying the method for three-dimensional 
flows of gas.  
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