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Рассматриваются достаточно общие нестационарные сильно нелинейные 
уравнения в частных производных с тремя независимыми переменными, которые 
содержат первую производную по времени  и квадратичную комбинацию вторых 
производных по пространственным переменным типа Монжа — Ампера (такие 
уравнения часто называют параболическими уравнениями Монжа — Ампера). 
Отдельные уравнения такого вида встречается в дифференциальной геометрии и 
электронной магнитной гидродинамике. В данной работе описаны 
многопараметрические преобразования, сохраняющие вид исследуемого класса 
нелинейных уравнений, который задается произвольной функцией. Рассмотрены 
также двумерные и одномерные редукции, приводящие к более простым 
уравнениям в частных производных с двумя независимыми переменными или 
обыкновенным дифференциальным уравнениям. Методами обобщенного 
разделения переменных построен ряд точных решений, многие из которых 
допускают представление в элементарных функциях. Полученные результаты и 
точные решения могут быть использованы для оценки точности и анализа 
адекватности численных методов решения задач, описываемых сильно 
нелинейными уравнениями в частных производных. 
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Введение. 
       1º. Впервые конкретные нестационарные уравнения с 
нелинейностью типа Монжа — Ампера по пространственным 
переменным, по-видимому, появились в работе [1], в которой 
рассматривались обобщенные решения уравнений 

 = det[ ] ( , ),t x x
i j

u u g t x  (1) 

 det[ ] = ( , ),t x x
i j

u u g t x  (2) 

где ),,(= 1 nxx x , u
xx

u
ji

j
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i
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2

= . Входящая в уравнения (1) и (2) 

матрица вторых производных ][
j

x
i

xu  описывает локальную кривизну 

функции многих переменных и носит название матрицы Гессе. 

Определитель этой матрицы, т. е. ][det
j

x
i

xu , часто называют 

гессианом. 
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В случае двух пространственных переменных xx =1  и yx =2  в 

уравнениях (1) и (2) следует положить ),(= yxx  и 
2=][det xyyyxx

j
x

i
x uuuu  . 

2º. В стационарном случае 0== tt gu  при 2=n  уравнение (1) 

сводится к неоднородному уравнению Монжа — Ампера 

 
2 = ( , ).xx yy xyu u u g x y   (3) 

Весьма полную информацию об этом уравнении и более сложных 

родственных стационарных уравнениях типа Монжа — Ампера, 

которые часто встречаются в дифференциальной геометрии, можно 

найти в книге [2]. В частных случаях при 0=g  (однородное 

уравнение Монжа — Ампера) и 0>= ag  общее решение уравнения 

(3) можно представить в параметрической форме [3, 4]. Различные 

преобразования и обширный список точных решений уравнений вида 

(3) приведены в [4-6]. 

Уравнение (3) является сильно нелинейным (квадратичным 

относительно старших производных) и имеет свойства, необычные 

для квазилинейных уравнений, которые линейны относительно 

старших производных. В частности, качественные особенности этого 

уравнения зависят от знака функции g , поскольку при 0>g  

уравнение (3) является уравнением гиперболического типа, а при 

0<g  — уравнением эллиптического типа [2, 4, 7]. Указанное 

обстоятельство значительно усложняет процедуру численного 

интегрирования подобных уравнений. 

В [8-11] для численного интегрирования стационарных 

уравнений Монжа — Ампера (1) при 0== tt gu  (для 2=n  и 3=n ) 

использовались различные модификации метода установления по 

времени с использованием параболического уравнения Монжа —

Ампера (1). 

3º. Полагая в (1) 0g  и 2=n , приходим к сильно нелинейному 

нестационарному уравнению Монжа — Ампера 

 
2= ,t xx yy xyu u u u  (4) 

которое встречается в плазменной электронной магнитной 

гидродинамике [12-14]. 

В [15] были получены точные решения нестационарного 

уравнения (4) в виде произведения функций разных аргументов: 

)()()(= tTyYxXu . В [16] описано одиннадцатипараметрическое 

преобразование, сохраняющее вид уравнения (4), а также двумерные 

и одномерные редукции, приводящие его к более простым 

уравнениям в частных производных с двумя независимыми 
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переменными (в том числе к стационарным уравнениям типа 

Монжа — Ампера, нестационарным уравнениям теплопроводности и 

уравнениям нелинейной теории фильтрации) или обыкновенным 

дифференциальным уравнениям. Кроме того, методами обобщенного 

разделения переменных в [16] были построены точные решения, 

многие из которых допускают представление в элементарных 

функциях. 

4º. Параболические уравнения типа Монжа — Ампера вида (2) с 

различным числом пространственных переменных рассматривались 

во многих работах (см., например, [17-26]), в которых, в основном, 

исследовались вопросы существования и единственности решений 

для различных внутренних и внешних начально-краевых задач и 

задачи Коши, а также обсуждались геометрические приложения. В 

[20] было получено точное решение одной начально-краевой задачи с 

радиальной симметрией, которое описывалось уравнением (2) при 

1),( tg x ; решение искалось в виде произведения )()(= rRtTu , где 

r  — радиальная координата. 

Более общие, чем (1), параболические уравнения типа Монжа —

Ампера, в которые входит суперпозиция степенной функции и 

гессеана, вида 

 = (det[ ]) ( , ),k

t x x
i j

u u g t x  (5) 

анализировались в работах [27-29]. В [30, 31] в левой части 

уравнения (5) при производной по времени добавлялся стационарный 

функциональный множитель )(xa . 

В [32, 33] рассматривались параболические уравнения типа 

Монжа — Ампера 

 = log(det[ ]) ( , ),t x x
i j

u u g t x  (6) 

в которые входит суперпозиция логарифмической функции и 

гессеана. 

В [34] исследовались сингулярные особенности решений 

широкого класса параболических уравнений с общей нелинейностью 

типа Монжа — Ампера 

 = (det[ ]),t x x
i j

u f u  (7) 

где )(zf  — достаточно произвольная функция. Были доказаны также 

некоторые теоремы о целых решениях таких уравнений. 

Родственные параболические уравнения с нелинейностью типа 

Монжа — Ампера возникают также в теории оптимального 

управления (см., например, [35]). Отметим также, что в [36] 

изучались решения с обострением уравнения uuuuuu p

xyyyxxt |=|2 , 

где 1>p . 
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5º. В общем случае нестационарные уравнения с нелинейностью 

типа Монжа — Ампера с тремя независимыми переменными 

записываются так: 

 
2( , , , , , , , ) = 0,t x y xx yy xyF t x y u u u u u u u  (8) 

где )(F  — некоторая функция восьми аргументов. 

В данной работе будет анализироваться специальный класс 

уравнений вида (8), представленный в разрешенной относительно 

нелинейности Монжа — Ампера форме 

 
2 = ( ),xx yy xy tu u u f u  (9) 

где )(zf  — достаточно произвольная функция. Уравнение (9) 

является существенным обобщением уравнения магнитной 

гидродинамики (4), а также уравнений (1), (2), (5), (6) при 2=n  и 

const=g . 

6º. Методы построения решений математических уравнений, 

основанные на решениях более простых уравнений, обычно 

называются редукциями. Редукции играют ключевую роль для 

построения точных решений дифференциальных уравнений и обычно 

приводят к уравнениям более низкого порядка или уравнениям 

меньшей размерности. Наиболее важными для нелинейных 

уравнений с частными производными являются одномерные 

редукции, используя которые удается представить их решения в 

терминах решений гораздо более простых обыкновенных 

дифференциальных уравнений (ОДУ). 

В данной работе под точными решениями нелинейных уравнений 

с частными производными понимаются решения, которые 

выражаются: 

(i) с помощью элементарных функций и неопределенных 

интегралов, 

(ii) через решения ОДУ или систем ОДУ. 

Важно отметить, что точные решения нелинейных уравнений 

математической физики с частными производными играют важную 

роль стандартных «математических эталонов», которые широко 

используются для оценки точности, верификации и разработки 

численных, асимптотических и приближенных аналитических 

методов. 

Редукции и точные решения нелинейных уравнений с частными 

производными чаще всего строятся с использованием методов 

группового анализа [6, 37, 38], методов обобщенного и 

функционального разделения переменных [4, 39-42], метода 

дифференциальных связей [4, 39, 41-43] и некоторых других 

аналитических методов [4, 42, 44-49]. 
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В данной работе для поиска точных решений нелинейного 

уравнения магнитной гидродинамики (9) использованы различные 

модификации метода обобщенного разделения переменных [4, 39-42] 

и приведенные в [4 ] точные решения более простых, чем исходное, 

промежуточных редуцированных уравнений с меньшим числом 

независимых переменных. Особое внимание уделяется построению 

простых точных решений, которые выражаются через элементарные 

функции. Такие решения удобно использовать в качестве тестовых 

задач для оценки точности и проверки адекватности численных 

методов решения сильно нелинейных уравнений с частными 

производными. 

Нeкоторые преобразования. 

1º. Преобразование 

 
1 1 1 2 2 2

3 3 3 1 2 2 1

= , = , = ,

= , =| |= 0,

x a x b y c y a x b y c t kt p

u ku a x b y c k a b a b

    

   
 (10) 

где 1a , 2a , 3a , 1b , 2b , 3b , 1c , 2c , 3c , p  — произвольные постоянные, 

приводит исходное уравнение (9) к уравнению точно такого же вида. 

Десятипараметрическое инвариантное преобразование (10) 

позволяет с помощью более простых частных решений уравнения (9) 

строить его более сложные точные решения. А именно, если 

),,(= tyxu   — решение уравнения (9), то функция 

 1 1 1 2 2 2 4 4 4

1 2 2 1

1
= ( , , ) ,

=| |= 0,

u a x b y c a x b y c kt p a x b y c
k

k a b a b

        


 

где kaa /= 34  , kbb /= 34  , kcc /= 34   — произвольные постоянные, 

также является решением этого уравнения. 

2º. В полярных координатах r ,  , где cos= rx , sin= ry , 

исходное уравнение (9) принимает вид 

 
2 1 2( ) [( ) ] = ( ).rr r r tr u u ru r u f u 

    (11) 

Это уравнение будет использовано далее для построения точных 

решений рассматриваемого уравнения. 

3º. В эллиптических координатах r ,  , где cos= arx , 

sin= bry  ( a  и b  — положительные константы), уравнение (9) 

записывается так: 

 
2 1 2 2( ) [( ) ] = ( ) ( ).rr r r tr u u ru r u ab f u 

    (12) 

4º. В гиперболических координатах  ,  , где ax = , by =  

( a  и b  — ненулевые константы), уравнение (9) преобразуется к виду 

 
2 1 2 2( ) [( ) ] = ( ) ( ).tu u u u ab f u           (13) 
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Видно, что уравнение (13) отличается от уравнения (12) только 

знаком правой части и очевидными переобозначениями. 

Двумерные редукции, основанные на инвариантных 

преобразованиях. 

1º. Переходя в (9) к переменным типа бегущей волны 

 1 2= ( , ), = , = ,u U x a t y a t      (14) 

где 1a  и 2a  — произвольные постоянные, приходим к двумерному 

уравнению типа Монжа — Ампера 

 
2

1 2= ( ),U U U f aU a U       (15) 

которое не зависит явно от новых переменных   и  . 

2º. Переходя в (9) к переменным автомодельного типа 

 
1= ( , ), = , = ,u tU xt yt      

 (16) 

где   — произвольная постоянная, получим двумерное уравнение 

типа Монжа — Ампера 

 
2 = ( ( 1) ),U U U f U U U           (17) 

которое явно зависит от новых переменных   и  . 

Эквивалентную форму представления решения можно получить 

из (16), взяв вместо второго аргумента произведение степеней обоих 

аргументов 
  yx 11 == 

, что приводит к двумерному 

решению вида 

 
1= ( , ), = , = .u tU xt x y      

  

3º. Переходя в (9) к переменным предельного автомодельного 

типа 

 = ( , ), = , = ,t tu U xe ye     
 (18) 

где   — произвольная постоянная, получим другое двумерное 

уравнение типа Монжа — Ампера 

 
2 = ( ).U U U f U U        (19) 

которое явно зависит от новых переменных   и  . 

Эквивалентную форму представления решения можно получить 

из (18), взяв вместо второго аргумента произведение обоих 

аргументов xy==  , что приводит к двумерному решению вида 

 = ( , ), = , = .tu U xe xy     
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Замечание 1. Более сложные двумерные редукции уравнения (9) 

можно получить, заменив в (14), (16), (18) пространственные 

переменные их произвольными линейными комбинациями по 

правилу ybxax 11   и ybxay 22  . 

Редукции с аддитивным разделением переменных, 

приводящие к стационарным уравнениям Монжа — Ампера. 

1º. Уравнение (9) имеет решения с аддитивным разделением 

переменных вида 

 = ( , ),u At w x y  (20) 

где A  — произвольная постоянная, а функция w  описывается 

стационарным неоднородным уравнением Монжа — Ампера с 

постоянной правой частью 

 
2 = ( ).xx yy xyw w w f A  (21) 

2º. Нетрудно проверить, что уравнение (9) допускает точное 

решение с аддитивным разделением переменных вида (20), которое 

выражается в элементарных функциях 

 2 2 2

1 2 2 4 5 6

1

1
= [ ( ) ] ,

4
u C x C xy f A C y C x C y At C

C
        (22) 

где A , 1C , , 5C  ( 0=1 C ) — произвольные постоянные. 

3º. Используя результаты [4] можно получить, например, 

следующие точные решения вида (20) уравнения (9): 

 1 2 1 2 3 4 5

2

( )
= ( ) ( ) ,

f A
u At x C x C y C x C y C x C y C

C



        

 
2

2 3 23
2 3 1 4 5 6

1 2 2

1 ( )
= ( ) ( 3 ) ,

4 12

C f A
u At C y C y x C x C y C x C

x C C C
       


 

 2 2 3/2

1 2 3 4 5 6

1 2

2 ( )
= ( ) ,

3

f A
u At C x C y C C x C y C

C C


       

где 1C , , 6C  — произвольные постоянные, )(= z  — 

произвольная функция. 

Замечание 2. При 0<)(Af  общее решение неоднородного 

уравнения Монжа — Ампера (21) можно представить в 

параметрическом виде [3, 4]. 

4º. Уравнение (9) допускает более сложные, чем (20), решения с 

обобщенным разделением переменных вида 

 = ( ) ( , ),u ax by c t w x y    (23) 
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где a , b , c  — произвольные постоянные, а функция w  описывается 

неоднородным уравнением Монжа — Ампера с переменной правой 

частью 

 
2 = ( ).xx yy xyw w w f ax by c    (24) 

При 0=b  уравнение (24) имеет, например, следующие точные 

решения с обобщенным разделением переменных: 

 
1= ( ) ( ),w y f ax c dx C y x      

 
2

2 22
1 2 3 4

0
1 1

1
= ( ) ( ) ,

4 2

xC
w C y C xy x x t f at c dt C x C y

C C
        

 
2

2 3
2 3 1

0
1 2 2

1 1
= ( ) ( )( ) ( ) ,

4 2

xC
w C y C y x t t C f at c dt

x C C C
     

   

где )(x  — произвольная функция, 1C , , 4C  — произвольные 

постоянные. 

Редукция с аддитивным разделением переменных, 

приводящая к двумерному нестационарному уравнению. 

1º. Уравнение (9) допускает решения с обобщенным разделением 

переменных вида 

 
2 21 1

2 2
= ( , ),u ax bxy cy dy U x t     (25) 

где c , b , c , d  — произвольные постоянные, а функция ),(= txUU  

описывается нелинейным уравнением 

 
2= ( ) .xx tcU f U b ac   (26) 

Для уравнения магнитной гидродинамики (4), что соответствует 

uzf =)( , уравнение (26) является линейным уравнением 

теплопроводности с постоянным источником. 

Ниже описаны два инвариантных решения для наиболее общего 

случая нелинейного уравнения (26) с произвольной функцией )(Zf . 

2º. В общем случае уравнение (26) имеет решения типа бегущей 

волны 

 = ( ), = ,U U z z x t  

где   — произвольная постоянная, а функция )(zU  описывается 

автономным ОДУ 

 
2= ( ) .zz zcU f U b ac     

3º. Уравнение (26) допускает также автомодельные решения вида 

 
1/2= ( ), = ,U tV xt  
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где функция )(V  описывается неавтономным ОДУ 

 
21

2
= ( ) .cV f V V b ac      

Редукция к стационарному уравнению Монжа — Ампера с 

использованием переменных типа бегущей волны. 

1º. Уравнение (9) допускает решения с обобщенным разделением 

переменных комбинированного типа 

 
2 2

1 2 3 4 5 6

1 1 1 2 2 2

= ( , ),
= , = ,

u C x C xy C y C x C y C t U
a x b y t a x b y t

 
   

     
   

 (27) 

где iC , ja , jb , j  ( ,61,= i ; 21,=j ) — произвольные постоянные, 

  и   — новые переменные типа бегущей волны, а функция 

),(= UU  описывается стационарным уравнением типа Монжа —

Ампера 

 

2 2

1 2 1 2

2 2 2 2

1 3 1 1 1 1 2 2 3 2 1 2 2 2

2

1 2 3 1 2 1 1 2 1 2 2 1 3 2

6 1 2

( ) ( )

2( ) 2( )

2[(2 2 ( ) ] 4 =

= ( ).

a b b a U U U

a C b C a b C U a C b C a b C U

a a C b b C a b b a C U C C C

f C U U

  

 



  

  

      

     

 

 (28) 

2º. Рассмотрим специальный случай (27)–(28), положив 

 1 1 1 2 2 2= , = , = , = = 0, = 1, = ,a a b b a b t     

что соответствует решению вида 

  2 2

1 2 3 4 5 6 , ,

,

u C x C xy C y C x C y C t U t

ax by t



 

      

  
 (29) 

где iC , a , b ,   ( ,61,= i ) — произвольные постоянные. В этом 

случае функция ),(= tUU   описывается нелинейным уравнением 

 2 2 2

3 1 2 6 1 3 22( ) = ( ) 4 .ta C b C abC U f C U U C C C        (30) 

3º. В частности, взяв в (29)–(30) функцию U  с одним аргументом 

 , приходим к нелинейному ОДУ автономного вида 

 2 2 2

3 1 2 6 1 3 22( ) = ( ) 4 .a C b C abC U f C U C C C        

Подстановка  UW =)(  приводит его к ОДУ первого порядка с 

разделяющимися переменными. 

Редукция с использованием новой переменной, 

параболической по пространственным координатам. 

1º. В переменных, одна из которых время, а другая задается 

параболической функцией по пространственным переменным 
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2= ( , ), = ,u U z t z y ax  (31) 

где a  — произвольная постоянная, уравнение (9) редуцируется к 

двумерному уравнению 

 2 = ( ).z zz taU U f U  (32) 

Ниже описаны три инвариантных решения для наиболее общего 

случая уравнения (32) с произвольной функцией )(Zf . 

2º. Редуцированное уравнение (32) допускает решения с 

аддитивным разделением переменных 

 3/21
1 2 3

( )2
= ( ) ,

3

f C
U C t z C C

a
    

где 1C , 2C , 3C —произвольные постоянные. 

3º. Уравнение (32) имеет решения типа бегущей волны 

 2= ( ), =U U z t y ax t        

где   — произвольная постоянная, а функция )(zU  описывается 

автономным ОДУ 

 2 = ( ).aU U f U      

4º. Более общее, чем в п. 3º, решение уравнения (32) можно 

получить, если искать решение в виде 

 
2= ( ), = .U Ct W z t y ax t         

5º. Уравнение (32) допускает также автомодельное решение вида 

 
2/3= ( ), = ,U tV zt  

 

где функция )(V  описывается неавтономным ОДУ 

 2
3

2 = ( ).aV V f V V      

Замечание 3. Более общее, чем (9), сильно нелинейное 

нестационарное уравнение 

 2 = ( , ),xx yy xy tu u u f u u  (33) 

где ),( wuf  — произвольная функция двух переменных, также 

допускает точные решения вида (31). 

Редукция общего вида с использованием новой переменной 

квадратичного вида по пространственным координатам. 

1º. В переменных, одна из которых время, а другая квадратична 

относительно пространственных переменных, 
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2 2= ( , ), = ,u U z t z ax bxy cy kx sy     (34) 

где a , b , c , k , s  — произвольные постоянные, уравнение (9) 

редуцируется к двумерному нестационарному уравнению 

 
2

2 2 2

2( ) = ( );

= 4 , = .

z zz z tAz B U U AU f U

A ac b B as ck bks

 

  
 (35) 

Отметим, что в зависимости от коэффициентов квадратичных 

слагаемых a , b , c  в (34), кривая const=z  может быть эллипсом 

(при 0>4= 2bacA  ), гиперболой (при 0<A ) или параболой (при 

0=A ). 

Рассмотрим некоторые классы точных решений, которые 

допускает уравнение (35). 

2º. Редуцированное уравнение (35) допускает решения с 

аддитивным разделением переменных 

 = ( ),U Ct z  

где C  — произвольная постоянная, а функция )(= z  описывается 

нелинейным ОДУ: 

 
22( ) ( ) = ( ),z zz zAz B A f C       

которое легко интегрируется, поскольку допускает понижение 

порядка и одновременно линеаризуется с помощью подстановки 
2)(=)( zzw   . В результате получим 

 1/21
2

( )
= [ ] ,

C f C
dz C

Az B A
   

  

где 1C  и 2C  — произвольные постоянные (отметим, что интеграл 

правой части можно выразить через элементарные функции). 
Замечание 4. Более общей результат можно получить, если 

искать решение уравнения (35) в виде 

 = ( ), = ,U Ct W z t     

где   — произвольная постоянная. 

3º. При 0=4 2 bac  редуцированное уравнение (35) допускает 

решения квазиавтомодельного вида 

 
1= ( ), = ( ) ,U tV Az B t    (36) 

где   — произвольная постоянная, а функция )(= VV  

удовлетворяет нелинейному обыкновенному дифференциальному 
уравнению 

 2 3 22 ( ) = ( ), = 4 .V V V A f V V A ac b           (37) 
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4º. При 0=4 2 bac  преобразование 

 2| |
= , = , = ( , ),

2

A B
t t z U W t

A
   

приводит уравнение (35) к каноническому виду 

 1sign = ( ).tA W W f W    (38) 

Замечание 5. Более общее, чем (9), сильно нелинейное 

нестационарное уравнение (33) также допускает точные решения 

вида (34). 

Редукции и точные решения в полярных, эллиптических и 

гиперболических координатах. 

1º. Уравнение (11), записанное в полярных координатах 

cos= rx , sin= ry , допускает точные решения, не зависящие от 

угловой переменной, которые описываются двумерным уравнением 

 
1 = ( ).r rr tr u u f u

 (39) 

Это уравнение с точностью до переобозначения независимой 

переменной совпадает с уравнением (38) при 0>A  (два его наиболее 

общих точных решения описаны в пп. 2º и 3º из разд. 9). 

2º. Уравнение (11), записанное в эллиптических координатах 

cos= arx , sin= bry , допускает точные решения, не зависящие от 

угловой переменной, которые описываются двумерным уравнением 

 
1 2= ( ) ( ).r rr tr u u ab f u

 (40) 

Это уравнение с точностью до переобозначений независимой 

переменной и функции f  совпадает с уравнением (38) при 0>A . 

3º. Уравнение (11), записанное в гиперболических координатах 

ax = , by = , допускает точные решения, не зависящие от 

переменной  , которые описываются двумерным уравнением 

 1 2= ( ) ( ).tu u ab f u     (41) 

Это уравнение с точностью до переобозначений независимой 

переменной и функции f  совпадает с уравнением (38) при 0<A . 

4º. Поскольку уравнения (39), (40), (41) отличаются от (38) лишь 

описанными в выше переобозначениями, то некотороые их точные 

решения легко можно получить, используя результаты, приведенные 

в разд. 8. 

Выводы. 

Исследовано сильно нелинейное уравнение в частных 

производных с тремя независимыми переменными 
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 2 = ( ),xx yy xy tu u u f u  

где )(zf  — произвольная функция. Описано инвариантное 

десятипараметрическое преобразование, сохраняющие вид этого 
уравнения. Рассматрены двумерные и одномерные редукции, 
приводящие его к более простым уравнениям с частными 
производными с двумя независимыми переменными (в том числе к 
стационарным уравнениям типа Монжа — Ампера) или 
обыкновенным дифференциальным уравнениям. Получен ряд 
решений с обобщенным разделением переменных, которые 
выражаются в элементарных функциях, а также некоторые другие 
точные решения. Важно отметить, что уравнения рассматриваемого 
типа встречаются в дифференциальной геометрии и магнитной 
гидродинамике. 

Работа выполнена по теме государственного задания (№ 
госрегистрации 123021700057-0). 
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Rather general nonstationary strongly nonlinear partial differential equations with three 

independent variables are investigated, which contain the first time derivative and a 

quadratic combination of the second derivatives with respect to spatial variables of the 

Monge–Ampere type (such equations are often called parabolic Monge–Ampere 

equations). Some equations of this type are found in differential geometry and electron 

magnetohydrodynamics. This paper describes multiparameter transformations that 

preserve the form of the considered class of nonlinear equations, which is given by an 

arbitrary function. Two-dimensional and one-dimensional reductions leading to simpler 

partial differential equations with two independent variables or ordinary differential 

equations are also considered. Using methods of generalized separation of variables, a 

number of exact solutions have been constructed, many of which can be represented in 

elementary functions. The obtained results and exact solutions can be used to assess the 

accuracy and analyze the adequacy of numerical methods for solving problems described 

by strongly nonlinear partial differential equations. 

 

 Keywords: parabolic Monge–Ampere equations, highly nonlinear partial differential 

equations, exact solutions, one-dimensional reductions, two-dimensional reductions, 

generalized separable solutions, self-similar solutions  
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