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Рассматривается задача о деформировании тонких двухслойных пластин, у кото-

рых на границе раздела слоев задано условие проскальзывания, вместо классического 

случая идеального контакта. Применен метод асимптотического анализа общих 

уравнений 3-х мерной теории упругости для решения данной задачи при воздействии 

поперечного давления, продольных и сдвиговых усилий на торцевых поверхностях. 

Асимптотический анализ проводится по малому геометрическому параметру, 

представляющему отношение толщины к характерной длине пластины.  Получены 

рекуррентные формулировки локальных квазиодномерных задач теории упругости 

с проскальзыванием. Для этих задач получены явные аналитические решения. Выве-

дены осредненные уравнения упругого равновесия двухслойной пластины с проскаль-

зыванием слоев. Показано, что за счет проскальзывания порядок осредненных урав-

нений теории пластин повышается до 5-го порядка, в отличие от классического 4-

го порядка, который имеет место в теории пластин Кирхгофа-Лява.  Сформулиро-

ваны дополнительные граничные условия к этой систем 5 порядка и получено ана-

литическое ее решение для случая прямоугольной пластины под действием равно-

мерного давления. Проведен численный анализ решения осредненной задачи. Пока-

зано, что наличие проскальзывания слоев существенно увеличивает прогиб пла-

стины по сравнению с условиями идеального контакта слоев. 
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Введение. Классические теории многослойных пластин основаны 

на предположении об идеальности контакта слоев – непрерывности 

векторов перемещений и напряжений на поверхности раздела слоев 

[1–4]. Однако в ряде инженерных задач возникает ситуация с неиде-

альным контактом, например, когда слои свободно проскальзывают 

друг относительно друга. В этом случае основное допущение класси-

ческой теории пластин, в том числе пластин Кирхофа–Лява и Пластин 

Тимошенко — о линейности распределения продольных перемещений 

по толщине, уже не имеет места. Существуют ограниченное количе-

ство теорий, в которых делается попытка построить более общую тео-

рию пластин с учетом проскальзывания слоев, однако система допу-

щений при этом оказывается значительно более сложной и менее обос-

нованной, чем в классической теории пластин [5]. В этой связи весьма 

перспективной являются асимптотические теории пластин, предло-

женные относительно недавно [6–21], в которых не делаются никакие 

допущения относительно характера распределений перемещений и 
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напряжений по толщине, а уравнения теории пластин выводятся из об-

щих 3-х мерных уравнений с помощью их асимптотического анализа. 

Разработанный вариант асимптотической теории пластин является до-

статочно универсальным, он применим для пластин с различными 

свойствами, в том числе и с нелинейными.  Его достоинством является 

возможность получения формул для всех 6 напряжений с использова-

нием только решений для осредненной теории пластин. Точность 

этого метода, подтвержденная сравнением с различными методами, 

очень высокая [14,18]. 

Цель настоящей работы — дальнейшее развитие асимптотической 

теории пластин для случая проскальзывания слоев при деформирова-

нии. 

Постановка 3-х мерной задачи теории упругости для двух-

слойной пластины с проскальзыванием слоев. Рассмотрим в рам-

ках трехмерной теории упругости [22] задачу о деформировании тон-

кой двухслойной упругой анизотропной пластины с наличием про-

скальзывания слоев друг относительно друга при воздействии попе-

речных и сдвиговых  нагрузок на боковых поверхностях,  с условиями 

закрепления на краях пластины: 
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Здесь 
{ }m

ij — компоненты тензора напряжений; { }m

kl  — компоненты 

тензора малых деформаций; { }m

iu  — компоненты вектора перемеще-

ний; j
jx


 


 — оператор дифференцирования по декартовым коор-

динатам  jx  (ось 3Ox  направлена по нормали к поверхностям пла-

стины); 
{ }m

ijklC  — компоненты тензора модулей упругости слоев; {m} — 

индекс слоев 1,2m  ;   33 2x h     —внешняя и внутренняя по-

верхности пластины; h  — суммарная толщина двухслойной 

пластины); T  — торцевая поверхность пластины; S  — поверх-

ность контакта слоев;    — коэффициент скольжения при трении, 
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0  . 

Система уравнений (1) включает в себя уравнения равновесия,  со-

отношения Коши, обобщенный закон Гука,  условия на поверхности 

контакта слоев S (неидеальный контакт с наличием трения), на внеш-

них поверхностях пластины 
3   (на них заданы векторы усилий {1}

iS

и {2}

iS ) и на торцевой поверхности T  (заданы векторы пермещений 

eiu ). Оба слоя пластины полагаем моноклинными материалами, по-

этому тензоры 
{ }m

ijklC содержат не более 13 ненулевых констант [23].  

Асимптотические разложения для двухслойной пластины с 

проскальзываением. Введем малый параметр  / 1h L    , как от-

ношение общей толщины пластины h  к длине пластины L , а также 

введем также глобальные kx  и локальную   координаты: 

 
3/ , / , 1,2,3.k kx x L x k      (2) 

Координата   по толщине пластины изменяется в диапазоне 

0,5 0,5   , а поверхность раздела слоев имеет координату 1a  . 

Полагаем, что на внешних поверхностях пластины задано давле-

ние p , имеющее порядок малости 
3( )O  , тогда   векторы усилий { }m

iS  

имеют следующий вид: 

 { } 3 { }

3( ) .m m

i I iS p x     (3) 

Решение задачи (1) будем искать в виде асимптотических разло-

жений по параметру 𝜅 в виде функций, зависящих от глобальных и 

локальных координат: 

 
               0 1 22

1 1 1, , ...,
m m m

k k k ku u x u x u x         (4) 

где 1,2; 1,2; 1,2,3I m k   . 

Подставляя разложения (4) в соотношения Коши в системе (1), с 

учетом  правила дифференцирования функций локальных координат 

[3]: 

 3

1
j

j jx kx
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  
 

 
  

получим асимптотические разложения для деформаций 

 
          0 1 22 ...,
m m m m

ij ij ij ij          (5) 

где 
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Здесь и далее используются следующие обозначения: 
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, а также вводятся операции осреднения 

по толщине 
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Подставляя выражения (6) в закон Гука в системе (1), c учетом мо-

ноклинности материалов слоев, получаем асимптотические выраже-

ния для напряжений: 

 
          0 1 22 ...,
m m m m

ij ij ij ij          (8) 

где  
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Локальные контактные задачи. Подставляя разложения (4), (5) 

и (7) в уравнения равновесия и граничные условия системы (1), и при-

равнивая в уравнениях равновесия члены при 
1 
 к нулю, а при осталь-

ных степенях от   к некоторым величинам (0) (1) (2), ,i i ih h h , не зависящим 

от l , получим рекуррентную последовательность локальных контакт-

ных задач теории упругости: 

Задача для нулевого приближения имеет вид: 
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Задачи для более высоких приближений имеют вид: 
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Здесь     
3,  1,2,3...

m n m

i niS S n    

Уравнения равновесия в системе (1) после введения функций  0
,ih  

 1

ih ,  2

ih  принимают вид: 

      0 1 22 ... 0.i i ih h h       (12) 

Решением локальной задачи нулевого приближения (10) являются 

функции 
        1 0 0

,   ,  ,
m m m

j kl iju    зависящие от локальной координаты   

и входных данных этой задачи – перемещений 
    0m

j Ju x . Решением 

задачи (11) являются функции 
        1

,   ,  ,
m n m n m n

j kl iju  


 а функции 

        1 1
, ,  

m n m n m n

j kl iju  
 

 в этой задаче – входные данные. 

Решение задачи нулевого приближения. Решение уравнений 

равновесий с граничными условиями в локальной задаче нулевого 

приближения (10) имеет вид: 

   0

3 0,    ξ :  0,5 ξ 0,5.
m

i        (13) 

Подставляя  (13) в определяющие соотношения системы (3) для 
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  0

3

m

i , получим: 

              0 0 0

3 3 3 33 3333 330, .
m m m m m

I k k KL KLC C C      (14) 

Отсюда находим  

                0 0 0 1

3 33 3 3 3333 330,   , .
m m m m m m

I KL KL KL KLZ Z С C  


      (15) 

Подставляя (15) в определяющие соотношения для   0
,

m

IJ нахо-

дим 

        0 0 0
;

m m

IJ IJKL KLС    (16) 

         0

33 3 . 
m m m m

IJKL IJKL IJ KLС C C Z    (17) 

Подставляя (15) в соотношения Коши для   0

3

m

I ,   0

33

m
 в системе 

(10), находим уравнения для перемещений   1m

Iu  и   1

3

m
u  

 
           1 0 1 0

/3 3, 3/3 3  ,  .    
m m m

I I KL KLu u u Z       (18) 

Проинтегрируем эти уравнения по  ,  

 

      

        

1 0

3.

1 0

3 3 3

,

,

m m

m

I I I

K

m

L KL

m

u u U

u Z U





  

  
  (19) 

 где 
 m

IU , 
 
3

m
U — константы интегрирования. Для их определения под-

ставим (19) в граничные условия системы (10) на поверхности раздела 

1a  , а также условие нормировки [13–15 ]  
(1) 0iu  , тогда для  

 m

IU , 
 
3

m
U  получим систему следующего вида: 

 

        

   

         

         

2 1 1 1

3 1

1 2

1 1

1 2 0 1 2

3 3 3 3 1

1 2 0 1 2

3 1 3 1

2

1 3 3

,

1 1
0,

2 2

( )

1 1 1 1
0.

2 2

,

( )
2 4

I I I

I

KL KL KL

L KL KL

I

K

U U a

U a U a

U U Z Z a

U a U a Z Z a







 

   
      

   

  

     
          

     


  (20) 

Отсюда находим  

 
    1 1 1

1 13

1
,

2
( )IIU a a

 
 

 
    
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    

       

       

2

2

3

2

1 1

1 13

2
1 0 1

13 3

2
2 0

13 33

1

1

2

1

( ),

( )
2 2

( )
2

1

2

,

1 1
.

I

KL KL KL

KL KL KL

IU a a

U Z Z a

U Z Z a

 
 

  

 

 
 

 
  

 

 
  

 


  (21) 

Подставляя константы (21) в (19), находим выражения для перемеще-

ний в слоях  

 

       

    

     

{1 0 1 1

13, 3

1 0

3

1

2

1

}

{ }

2

{ }

13 3
{

3 3

3

}

,
2

( ),

( 1

1
.

2

)

( 1)
)

2

,

(

m
KL

m

m

I I I

m

KL

KL KL K

m

m
m

LL

m
m

K

Ф

Ф

u u a

Uu

a

Z ZU Z a

  

 

 
  
 

 
   



 


 




  

  (22) 

Решение локальных задач для высших приближений. Рассмот-

рим локальные задачи (11) для более высоких приближений. Решение 

уравнений равновесия в (11) вместе с граничными условиями 
{ }( 1) { }

3 3 2

m n m

i i np      на поверхностях 0,5    имеет вид: 

 

{1}( 1) {1} {1}( ) ( )

3 3 2 ,

0.5

0.5

{2}( 1) {2} {2}( ) ( )

3 3 2 ,

( 0.5), 0,1,2,...

( 0.5), 0,1,2,...

n n n

i i n iJ J i

n n n

i i n iJ J i

p d h n

p d h n





     

     







     

     





  (23) 

Подставляя (23) в граничные условия      1 2

3 3

n n

i i   системы (11) 

на поверхности 1a   контакта слоев, получаем соотношения для 

нахождения функций 
( )n

ih  

 

1

1

{1} {1}( ) ( )

3 2 ,

0.5

0.5

{2} {2}( ) ( )

3 2 ,

0,

0,5 .

a

n n

i n iJ J i

n n

i n iJ J i

a

p d h

p d h

   

   



   

   





  (24) 

Отсюда, находим 
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( ) { }( )

3 2 ,

{2} {1}

,

.

n m n

i i n iJ Jh p

p p p

      

  
  (25) 

C учетом (25) выражения (23) принимают вид 

 
    

    

{1}( 1) { }( ) {1}

3 , 3 21

{2}( 1) { }( ) {2}

3 , 3 22

0.5 , 0,1,2,...

0.5 , 0,1,2,...

n m n

i iJ J i n

n m n

i iJ J i n

p p n

p p n





    

    





      

     
  (26) 

Формулы (26) являются рекуррентными, подставляя последова-

тельно эти формулы друг в друга при различных n,  вычислим напря-

жения { }( 1)

3

m n

i
  до 3-го  приближения 

 

   

      
    

     

{1}(1) { }(0) {1}(2) { }(1)

3 , 3 ,1 1

{1}(1) { }(0) {1}(2) { }(1) { }(0)

33 3 , 33 3 , ,1 1 1 1

{1}(3) { }(2) {1}

33 3 , 1

{ }(1) {1}

, 1 1

, ,

0, ,

0,5

0,5 ,

m m

I IJ J I IJ J

m m m

J J J J IJ IJ

m

J J

m

IJ IJ

p p

p p

 

   



 

   

    

  

 

   

     

      

    

  (27) 

 

   

      
    

     

{2}(1) { }(0) {2}(2) { }(1)

3 , 3 ,2 2

{2}(1) { }(0) {2}(2) { }(1) { }(0)

33 3 , 33 3 , ,2 2 2 2

{2}(3) { }(2) {2}

33 3 , 2

{ }(1) {1}

, 2 2

, ,

0, ,

0,5

0.5 .

m m

I IJ J I IJ J

m m m

J J J J IJ IJ

m

J J

m

IJ IJ

p p

p p

 

   



 

   

    

  

 

  

    

     

    

  (28) 

В эти выражения входят напряжения 
{ }(0)m

IJ  и 
{ }(1)m

IJ . Подставляя 

формулу (16) для 
{ }(0)m

IJ  в выражения (27) (28) для сдвиговых напря-

жений, находим 

 

   

    
    

0

,

1 (0)

2 (

{ }

1

2

(1

0)

)

3

1

2

,

.

,
m

IJKL KL J

IJKL IJKL

IJKL IJKL

m

I

С

A

С

A

A

















  (29) 

Для вычисления 
{ }(1)m

IJ  используем определяющие соотношения в 

задаче (11) при 1n   
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             1 1 1

33 33 .
m m m m m

IJ IJKL KL IJC C      (30) 

Чтобы найти деформации { }(1)

33

m , воспользуемся еще одной группой 

определяющих соотношений системы (11) 

 { }(1) { } { }(1) { } { }(1)

33 33 3333 33 .m m m m m

KL KLC C      (31) 

Так как согласно (27) и (28)  { }(1)

33 0m  , то получаем аналог формулы 

(15) для первого приближения 

 { }(1) { } { }(1)

33 3 .m m m

KL KLZ     (32) 

Подставляя (32) в соотношение (30), находим аналог формулы (16) для 

первого приближения  

 { }(1) { }(0) { }(1).m m m

IJ IJKL KLС    (33) 

Деформации { }(1)m

IJ , входящие в эту формулу, находим из кинема-

тических соотношений в системе (11)  

 { }(1) { }(1) { }(1)

, ,

1
( ).

2

m m m

IJ I J J Iu u     (34) 

Подставляя формулу (22) в (34), получаем 

 
     

{ }(1) { }(1) { }(1)

, ,

(0)

3

1 1 1 1

3, 1 3,

{ }

1, ( ( ) ( )

1
 ( )

2

2
)

1
.

m m m

IJ

I J

I J

I

m

J

IJ J

I

a a

u u

Фu 



  

  

  

  (35) 

С помощью формул (29) найдем сдвиговые напряжения 
  1 1

3 1( )I a

на поверхности раздела слоев, входящие в уравнение (35) 

 
   {1}(1) 0

1 ,

1

13 ( ) ( ) .IJKLI KL JAa a      (36) 

Подставляя (36) в (35), получаем 

 (1) (0) { } (0)

3, , ,m

IJ IJ IJMKLN KL MNu Ф        (37) 

где обозначено 

 
   1} 1

1 1

{ }{ ( ) ( )
2

)( .
1m

IJMK

m

JNIMKL JML NN IKLФ A A aФ a     (38) 

Подставляя теперь формулу (37) в (33), находим напряжения  

 { }(1) { }(0) (0) { } (0)

3, , ,m m m

IJ IJKL KL IJMKLN KL MNС u W        (39) 
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где         

 { } { }(0) { } .m m m

IJMKLN IJSP SPMKLNW С Ф   (40) 

Осредненные уравнения равновесия для двухслойной пла-

стины c трением. Подставляя выражения (25) в асимптотическое раз-

ложение (12) уравнений равновесия пластины, получим   

 { }(0) { }(1) 2 { }(2)

, , , 3( ) ... 0.m m m

iJ J iJ J iJ J ip                  (41) 

Домножая асимптотическое разложение уравнений равновесия 

пластины (1) на   и проинтегрируем их по толщине, получаем сле-

дующее вспомогательное уравнение  

 

{ }(0) { }(1)

, 3

2 { }(1) { }(2)

, 3

( )

( ) ... 0.

m m

IJ J I

m m

IJ J I

  

  

     

       
  (42) 

Здесь учтено, что { }(1) { }(1)

3/3 3

m m

I I      , { }(2) { }(2)

3/3 3

m m

I I       в 

силу граничных условий на {1}( )

3 3: 0,n

I  и {2}( )

3 3: 0.n

I   

Введем стандартным образом [13–19] усилия IJT , моменты IJM  и  

перерезывающие силы IQ в пластине 

 

{ }(0) { }(1) 2

{ }(1) 2 { }(2)

3 3

{ }(0) 2 { }(1) 3

...,

...,

... .

m m

IJ IJ IJ

m m

I I I

m m

IJ IJ IJ

T

Q

M

   

   

    

     

      

      

  (43) 

Тогда из (41) и (42) получаем уравнения равновесия и моментов 

для двухслойной пластины, которые совпадают с соответствующими 

уравнениями для пластин без трения  

 
, ,

,

0, ,

0,

IJ J J J

IJ J I

T Q p

M Q

  

 
  (44) 

здесь обозначено 2p p   .  

Подставим в формулы  (43) для  IJT  и IJM
 
выражения для напря-

жений 
{ }(0)m

IJ  и 
{ }(1)m

IJ , вычисляемых по формулам (16) и (39), тогда 

получим определяющие соотношения для пластины со проскальзыва-

нием слоев 

 

(0) (0)

,

(0) (0)

,

,

.

IJ IJKL KL IJKL KL IJKLMN KL MN

IJ IJKL KL IJKL KL IJKLMN KL MN

T C B H

M B D F

   

   

  

  
  (45) 
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Здесь обозначены IJKLC  — мембранные; IJKLB  — смешанные; IJKLD — 

изгибные жесткости пластины, которые совпадают с классическими 

жесткостями пластин без трения, а также жесткости пластины IJKLMNH  

и 
IJKLMNF , обусловленные трением 

 

{ }(0) { }(0)

2 2 { }(0)

{ } 2 { }

, ,

,

, .

m m

IJKL IJKL IJKL IJKL

m

IJKL IJKL

m m

IJKLMN IJMKLN IJKLMN IJMKLN

C C B C

D C

H W F W

 

 

  

    

  

     

  (46) 

В (45) введены также обозначения для компонент тензора искрив-

лений пластины 
KL , которые вместе с соотношениями для деформа-

ций (0)

IJ  замыкают осредненную систему уравнений (44) и (45) 

 

(0)

3,

(0) (0) (0)

, ,

,

1
( ).

2

KL KL

IJ I J J I

u

u u





 

 
  (47) 

После подстановки  (47) в (45), и (45) в (44), получим систему 3-х 

уравнений относительно 3 неизвестных функций — прогиба (0)

3u  и 

продольных перемещений (0)

Iu , как и в классической теории пластин 

Кирхгофа–Лява (ТПКЛ) с идеальным контактом слоев. Однако в отли-

чие от ТПКЛ, система уравнений асимптотической теории пластин с 

проскальзыванием слоев (АТПП) за счет проскальзывания слоев 

имеет более высокий (5-ый вместо 3-го) порядок производных отно-

сительно продольных перемещений 
(0)

Iu функций. 

Решение задачи изгиба пластины с учетом трения между сло-

ями. Рассмотрим задачу об изгибе двухслойной пластины прямо-

угольной формы под действием равномерно распределенного посто-

янного давления p . Оба слоя пластины будем полагать ортотроп-

ными. Граничные условия выберем соответствующими условиям шар-

нирного закрепления  краев пластины:  

 

 

 

0 (0) (0)

3 11 1 1,111

0 (0)

3 11 11 1,111

0 : 0, 0, 0, 0;

1: 0, 0, 0, 0;

x u M u u

x u M T u

    

    
  (48) 

 (0) (0) (0)

2 2 2 2,222 22 3,20 и : 0, 0, 0, 0,x x b u u M u        (49) 

здесь 1x x
 
— безразмерная продольная координата пластины, b   —

безразмерная ширина пластины.  
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Решение системы  уравнений (44)–(47) с  граничными условиями 

(48) будем искать в виде:  

 
             0 0 0 0 0

1 1 3 3 2, , 0.u u x u u x u     (50) 

С учетом ортотропии материалов слоев пластины тождественно 

ненулевыми функциями будут следующие: 11 , (0)

11 , 11T 22T , 11M 22M - 

все они также зависят только от координаты x . Тогда система уравне-

ний (44)–(47) принимает вид 

 

     

     

0 0 0

1111 1,11 1111 3,111 1,1111

0 0 0

1111 1,111 1111 3,1111

111111

111111 1,11111

0,

0.p

C u B u u

u F uDB

H

u







 






  (51) 

Граничные условия (49) с учетом (50) удовлетворяются тожде-

ственно, поэтому к системе (51) присоединяем только условия (48).   

Система уравнений (51) имеет 5-й порядок производных относи-

тельно функции 
 0

1u , поэтому граничные условия (48) дополним еще 

одним — условием нулевой деформации 
   0 0

11 1,1u   на защемленном 

торце: 

  0

1,11 0 0.:x u    (52) 

Выражая из 2-го уравнения системы (51) производную 
 0

3,1111u и под-

ставляя ее в первое уравнение этой системы, продифференцированное 

предварительно по х, получим следующее уравнение только для про-

дольного перемещения 
(0)

1u  

    0 0

1,111 1,11111 0,Сu pFu S     (53) 

где обозначены коэффициенты 

 1111 1111 1111
1111 1111

1111 1111 1

2

11111

111

1( )
, , .

B B B
С C F H

F
S

D D D
     (54) 

Обозначая 
 0

1,111v u , уравнение (53) запишем в виде 

 ,11 .Fv С Sv p     (55) 

Общее решение этого уравнения, для случая, когда p const   

имеет вид 

 0 1 2 ,x xv V e V e S p      (56) 
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где   
2

S
S

С
 ,  

С

F



 , а 0V , 1V  —  константы интегрирования. 

Тогда, решая уравнение 
 0

1,111u v  вместе с (56), находим общий вид 

функции 
 0

1u  

   3 2

33

0 2
41 3

0 1 2

6 2
,x xV V S V

u e e px x V x V 

 

       (57) 

где  2V , 3V , 4V , —  константы интегрирования. 

Подставим теперь функцию (56) во второе уравнение системы (51) 

,тогда получим уравнение относительно 
 0

3u  

  0

3,1111 0 1 1 ,x xu V Ze V Ze Z p      (58) 

где обозначены константы 

 

1111

1111

1111 1111 1111
1111

1111 1111 11

2

111111

2

111111

2

11 1111 111111

1111
1 1111

1111 1111 1111 11 1

2

11 11 1

2

1
( )

( ( ) )1
( ),

( )
(

1 1
) (1 ).1

( )

Z B F

F C B

D

D

D H D F

S
D D C D

B
B

B
Z B

B

 



 


 



 




  (59) 

Интегрируя уравнение (58), находим общее его решение  

  0 0 31 1 2 2

14

4 3

03 4 24
,

6 2

x xV Z
px x x C x C

CV Z Z C
u e e 

 

         (60) 

где 0C … 3C  — константы интегрирования. 

Вычислим усилие 11T  и момент 11M , используя формулы (45),(57) 

и (60) и  

 

     

     

111111

111111 2

2 3 3 2

111111

111

0 0 0

11 1111 1,1 1111 3,11 1,111

0 0 1 1

1111 1111 1111 1111

0 0 0

11 1111 1,1 1111 3,11 1,111

0 0 1 1 111 2

2

2

)

)

( ) (

( (

)( ) (

);

x x

x x

H

H S

V C V C

D

N S

T C u B u u

R V e V e R x p

xC B C B

M B u u F

x p

u

V e V e N F

 

 













  

 

 



 

 



  







    

2 3 31111 1111 1111 1 1 21 1) )( ( .B BV D C V Dx C  

  (61) 

Здесь обозначены 
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0 1111 1111 1 1111 1111

0 1111 1111 1 1111 1111

2

111111 2 1

2

111111 2 1

( (

( (

) / , ) / 2,

) / , ) / 2.

R C B R C B

N B F N B S

Z H S Z

D Z D Z









  

 



 


  (62) 

Подставляя (57) и (60) в граничные условия (48), (52) при 0x  , 

находим часть системы уравнений для  констант интегрирования  

 

0 1 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1111 1

4
3

4

2

2

111111 2

0

13

3

21 1

0,0,

( ) ( 0.

, 0,

)

0

C
Z

p V

p

V

S

V V V V

V V V V

VN H S V D CV B








 

   

 

   

  

  

  (63) 

Из этой системы находим константы 
0C , 2C и 3V , а константы 1V  

и 4V  выражаем через 0V  

 
1

2
24 2

02
2 3 3

2

2 11111

0

1111

11

2

0 3

1 0

11

4

(

2

1
/ )

, ,

, ,

.

Z
C p V p

p V pV

S
S

VS
S

C

V

S
D

pF BN

 

 

 

  

     

   



  (64) 

Подставляя (57) и (60) в граничные условия (48) при 1x  , нахо-

дим оставшуюся часть системы уравнений для  констант интегрирова-

ния 

 

4 4

2

111111

0 31 1 2

0 1

0 0 1 1

1111 1111 1111 1111

0 0 1 1

1111 1111 1111 11

2

2 3 3 2

111111

112

1

2

0

3 3 2

24 6 2

( ) (

( (

( ) (

( (

)

) ) 0,

)

)

0,

0,

)

S

H S

V C V C

N

V Z CV Z Z C
e e

V e V e

R V e V e R

C B C B

V e V

p C

S

V D C V

e N

C

p

DB B

p

p

F

C

 

 

 

 



 













 

 

 

     

 

  

 

  

 

 

 

 

 0.

  (65) 

Подставляя (64) в (65), из 2-го уравнения находим константу 0V , 

а затем и 1V  

 0 2 1 2,
1 1

2sh 2sh
.V S V S p

e e
p

 

 



 


 


  (66) 

После подстановки (64) и (66) в третье и четвертое уравнения си-

стемы (65), получаем 2 уравнения для вычисления констант 2V  и 3С , 
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решая которые, находим 

 
2 1111 1111 3 1111 1111

1 1
( ), ( ),V B W D U C C W B U   

 
  (67) 

где обозначено: 

 

0 0 1 1

1111 1111

0 0 1 1

1111 1111

2

1111 1

111111 2

3 2

111111 2

3 2

1 11 11 11

( ) (

(

)

),

( ) (

(

)

)

.

H S

V C

p

W N S

V D C

U R V e V e R

C

D

B

V e V e N p

C

F

B

B

 

 













  



   

 



 













  (68) 

Из первого уравнения системы (65) находим последнюю кон-

станту 1С .  

 
4 41

0 31 1
0

2 .
24 6 2

V Z CV Z Z C
e eC C p 

 

         (69) 

После этого решение задачи (48), (51), (52) полностью найдено. 

Численные результаты. Численные расчеты были проведены 

для 2-х слойной композитной пластины, каждый слой которой пред-

ставлял собой однонаправленный материал (1D материал), армирован-

ный системой нитей, ориентированной под углом  m . Каждый слой 1 

и 2 состоял из 2-х подслоев, углы армирования которых отличались 

только знаком  ( 1 1   , 2 2   ). Границы раздела подслоев были 

идеальными, а на поверхности раздела слоев 1 и 2 выполнялись усло-

вия проскальзывания. Компоненты тензора модулей упругости  слоев 

1 и 2 вычислялись по формуле   

                                
{ } 0 { } { } { } { } ,m m m m m

ijkl snpq is jn kp qC C Q Q Q Q  

здесь 
{ }m

qQ  — элементы матрицы поворота слоя с номером m  на угол 

m ,  а
0

snpqC  — компоненты  тензора модулей упругости однонаправлен-

ного композита в собственной системе координат 
{ }m

iO , связанной с 

направлением армирующих волокон. Тензор 
0

snpqC является обратным 

к тензору упругих податливостей: 
0 0 1( )snpq snpqC П  , который   вычисля- 

ется через технические константы упругости 1D материала:                      

lE  — продольный модуль упругости нити в направлении ее укладки;  

tE  — поперечный модуль упругости нити; l  — продольный коэффи-
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циент Пуассона; t  — поперечный коэффициент Пуассона нити;          

lG  — продольный модуль сдвига, 
2(1 )

t
t

t

E
G





 — поперечный модуль 

сдвига нити, по известным формулам [18]. Технические характери-

стики 1D элемента, в свою очередь, вычисляются через характери-

стики матрицы и волокон: fE , f  — модуль упругости и коэффициент 

Пуассона волокон; mE и m  — модуль упругости и коэффициент Пуас-

сона матрицы; f  — относительное объемное содержание волокон в 

нитях. Для этих констант в расчетах были приняты следующие значе-

ния: 

 
1 2

200 , 0,2

4

5, 1 , 0

5

,35,

0,6, , 60 .

f f m m

f

E ГПа E ГПа





 

  






  

Численные расчеты проводились при значении параметра 

0,02  . Значения давления были выбраны следующими: 

 2 410p ГПа , 
 1

0p  . Относительная толщина первого слоя  

1 10,5h a   варьировалась в диапазоне от 0,5 до 0,8. Значение безраз-

мерного параметра   скольжения слоев также варьировалось в диапа-

зоне от 0 до 103 . Рассматривался также вариант расчета при идеальном 

контакте слоев, когда 0  . 

Результаты расчетов перемещений представлены на рис. 1–4. На 

рис. 1 показаны распределение прогиба пластины 
 0

3u в зависимости 

от координаты 1x  для различных значений параметра скольжения  , 

а также для случая идеального контакта слоев, для случая 1 0,5h  . 

Расчеты позволяют сделать вывод, что при одном и том же давлении 

пластина с идеальным контактом слоев всегда имеет минимальный 

прогиб по сравнению со случаем проскальзывания слоев. Эффект про-

скальзывания слоев приводит к снижению общей жесткости системы 

слоев и поэтому прогиб пластины возрастает. С увеличением пара-

метра скольжения от 0,1 до 103 прогиб возрастает более, чем в 3 раза.  

На рис. 2 показана зависимость прогиба пластины 
 0

3u в зависимо-

сти от координаты 1x для значения параметра скольжения 
310  , для 

различных значений 1h  соотношений слоев. Наибольший прогиб 
 0

3u  

пластины реализуется при равных толщинах слоев, проскальзываю-

щих друг относительно друга, когда значение параметра 1 0,5h  . При 
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других значениях параметра 1h  прогиб пластины уменьшается и при-

ближается к прогибу пластины с идеальным контактом слоев. 
 

 

Рис. 1. Зависимость прогиба двухслойной композитной пластины [ 45 / 60]   c 

проскальзыванием от продольной координаты x1 для разных значений                   

коэффициента  : 

1 — идеальный контакт между слоями, 0  ; 2  — 0,1  ; 3 — 1000   
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Рис. 2. Зависимость прогиба двухслойной композитной пластины [ 45 / 60]   c 

проскальзыванием от продольной координаты 1x   для разных значений относи-

тельной толщины слоев 1h :  

1 —
1 0,5h  ; 2  — 

1 0,6h  ; 3 — 
1 0,8h  ;  

4 — идеальный контакт между слоями, 
1 0h   

На рис. 3 показана зависимость максимального прогиба пластины 
 0

3 (0,5)W u  в средней точке  при 1 0,5x   , от коэффициента сколь-

жения  .  На графике использована полулогарифмическая шкала зна-

чений. Эта зависимость l )( gW W  имеет сложный немонотонный 

характер, с наличием точек разрыва. При малых значениях коэффици-

ента скольжения, при которых lg 0  , влияние проскальзывания 

слоев мало влияет на прогиб W . Однако  функция  l )( gW W   имеет 

дискретный набор критических значений k  , при переходе через ко-

торые прогиб W  не только существенно меняет значения, но и даже 

знак. 

 

Риc. 3. Зависимость максимального прогиба  0

3 (0,5)W u  двухслойной  

композитной пластины [ 45 / 60]   c проскальзыванием от коэффициента 

скольжения   

 

Эти критические значения k  соответствуют собственным значе-

ниям системы уравнений (51). Существование собственных значений 

является специфической особенностью деформирования пластины с 

проскальзывающими слоями. Физически, случаи k   соответствуют 

резкому, волновому процессу деформирования пластины. Если коэф-
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фициент скольжения   меняется непрерывно, переходя через крити-

ческую точку, то при достижении значения k   пластина не может 

деформироваться квазистатически и происходит быстрое, динамиче-

ское изменение прогиба. Это решение, естественно, не описывается 

системой (51) (для его нахождения следует решать динамическую за-

дачу), поэтому пики прогиба W , уходящие в бесконечность при 

,k   являются не физическими. 

 На интервале между 1-м и 2-м критическими значениями при 

2 1    значение прогиба меняет знак, при таких значениях коэффи-

циента  скольжения пластина выгибается по направлению к источнику 

усилия. Это специфическое деформирование пластины с проскальзы-

ванием, обусловленное особенностями граничного условия на правом 

крае, которое, в случае потери устойчивости при деформировании, до-

пускает отрицательные перемещения 
 0

1 (1)u .  

При    и 1   прогиб является отрицательным, как и в слу-

чае пластины с идеальным контактом слоев, но значение прогиба  W   

примерно в 3 раза больше, чем для случая пластины с идеальным кон-

тактом. Функция l )( gW W    имеет конечный предел W при   , 

поэтому, прогиб при бесконечном возрастании  коэффициента сколь-

жения — не увеличивается, а стабилизируется. 

Cледует заметить, что рассмотренная модель деформирования 

двухслойной пластины с проскальзыванием является идеализирован-

ной линеаризованной схемой  процесса деформирования реальных 

пластин, у которых, как правило, при неидеальном контакте суще-

ствует нелинейное трение. Поэтому это установленные особенности 

решения рассмотренной модели. Вопрос о реализуемости данных эф-

фектов требует изучения еще более сложной задачи с нелинейными 

граничными условиями. 
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Рис. 4 . Зависимость продольного перемещения двухслойной композитной 

пластины [ 45 / 60]   c проскальзыванием от продольной координаты 1x   

для разных значений коэффициента  : 

1 — идеальный контакт между слоями, 0  ; 2  — 0,1  ; 3 — 1000   

На рис. 4 показано распределение продольного перемещения 
 0

1u

в зависимости от координаты 1x  для различных значений параметра 

скольжения  , а также для случая идеального контакта слоев. В силу 

незакрепленного 1 1x   края пластины, ее продольное перемещение 

при изгибе является отрицательным (происходит продольное сжатие 

срединной линии пластины) при идеальном контакте слоев и относи-

тельно малом параметре скольжения. При больших значениях коэф-

фициентах скольжения продольное перемещение 
 0

1u  становится 

близким к нулевому значению, слой 2 при этом на поверхности 

0,5   сжимается, а первый слой на поверхности 0,5    — растя-

гивается.  

Выводы. Предложена асимптотическая теория деформирования 

тонких двухслойных пластин с эффектом проскальзывания слоев, для 

исследования которого рассмотрены линеризованные условия на гра-

нице контактирующих слоев. 

Получена рекуррентная последовательность локальных задач тео-

рии упругости для пластины с проскальзыванием слоев. Найдено ана-

литическое рекуррентное решение этих задач, которое позволяет 

определить все компоненты тензора напряжений в пластине.   

Выведена осредненная система уравнений теории тонких двух-

слойных пластин с проскальзыванием слоев, которая имеет повышен-

ный порядок частных производных по сравнению с теорией пластин с 

идеальным контактом.   
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Рассмотрена задача об изгибе двухслойной пластины с проскаль-

зыванием слоев под равномерным давлением. Найдено аналитическое 

решение этой задачи и проведен численный анализ решения на при-

мере 2-х слойной композитной пластины. Установлены специфиче-

ские эффекты деформирования пластины, обусловленные эффектом 

проскальзывания слоев.  
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Asymptotic theory of thin two-layer elastic         

plates with layer slippage 

 Yu.I. Dimitrienko, E.A. Gubareva 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

 

The problem of deformation of thin two-layer plates, for which a slip condition is specified 

at the interface between the layers, instead of the classical case of ideal contact, is consid-

ered. The method of asymptotic analysis of the general equations of the 3-dimensional the-

ory of elasticity is used to solve this problem under the influence of transverse pressure, 
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longitudinal and shear forces on the end surfaces. Asymptotic analysis is performed using 

a small geometric parameter representing the ratio of thickness to the characteristic length 

of the plate. Recurrent formulations of local quasi-one-dimensional problems of elasticity 

theory with slippage are obtained. For these problems, explicit analytical solutions are 

obtained. The averaged equations of elastic equilibrium of a two-layer plate with slippage 

of layers are derived. It is shown that, due to slippage, the order of the averaged equations 

of the theory of plates increases to 5 orders of magnitude, in contrast to the classical 4th 

order, which takes place in the theory of Kirchhoff – Love plates. Additional boundary 

conditions to this 5th order system are formulated and its analytical solution is obtained 

for the case of a rectangular plate under the influence of uniform pressure. A numerical 

analysis of the solution of the averaged problem is carried out. It is shown that the presence 

of layer slippage significantly increases the deflection of the plate in comparison with the 

conditions of ideal contact of the layers. 

 

Keywords: asymptotic theory, small parameter, thin plates, elasticity, layer slippage, 

bending 
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